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Resumen

Asi como en la mecdnica newtoniana una vez cono- por medio de las ecuaciones de Hamilton, después
cidas todas las fuerzas que actuan sobre la particula, de conocer el hamiltoniano del sistema. En esta me-
es posible dar cuenta de su dindmica por medio de la canica geometrizar la dinamica del sistema en un es-
Segunda Ley, de forma similar en la mecanica hamil- pacio de fases permitird mostrar un panorama claro
toniana es posible conocer la dindmica del sistema del significado de las ecuaciones y su solucién.



Presentacion

Este trabajo se realiz6 en la Licenciatura en Fisica de
la Universidad Pedagdgica Nacional durante 2004,
con base en las reflexiones realizadas en la catedra
Mecanica de Hamilton, Mecénica Cuantica y Caos, de
la linea de profundizacién Ensefianza de las Ciencias
desde una Perspectiva Cultural, dirigida por la profe-
sora Maria Mercedes Ayala, en el segundo semestre
de 2003, y en un primer escrito elaborado con el es-
tudiante John Barragan. En este trabajo se aborda la
mecanica hamiltoniana de manera diferente a como
lo hacen los libros de texto de mecanica clasica; para
ello, se tomo el caso de los dos cuerpos en interac-
cién gravitacional, conocido ampliamente en el am-
biente académico en fisica. Al tratarlo desde la vision
hamiltoniana no solamente se obtendrad un estudio
completo y exacto del mismo, sino que ademas se
podra desarrollar de forma clara y ejemplificada los
conceptos fundamentales de esta representacion de
la mecanica, lo cual permite una mejor comprension,
que hace que las ecuaciones sean aun mas signifi-
cativas, en contraste con la forma tradicional en que
otras perspectivas mecanicas como la newtonianay
la lagrangiana lo abordan, permitiendo al estudian-
te de fisica una aproximacion mas cualitativa a este
tema.

El tratamiento del caso de los dos cuerpos desde
la mecénica de Hamilton se realizara de la siguiente
forma: en primer lugar, se abordara la nociéon de sis-
tema y su caracterizacion, definiendo las partes que
lo conforman, las ligaduras y los grados de libertad
para el caso de los dos cuerpos. Posteriormente, la
descripcion del sistema estara limitado a atribuir-
le Unicamente dos cualidades, las de configuracion
y movimiento, referentes al dmbito mecanico del
mismo, excluyendo las demas cualidades como las
de la termodinamica, entre otras. Tales cualidades
susceptibles de ser pensadas en grados permiten
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determinar el estado del sistema con un grado es-
pecifico tanto de la cualidad de configuracién como
de la cualidad de movimiento del sistema, que estara
representado a su vez por las variables de configu-
raciéon y de movimiento. Después de definir el es-
tado del sistema serd importante dar cuenta de su
evolucién, por consiguiente se tendra que construir
tanto la funcién hamiltoniana encargada de regular
los cambios de configuracion con los cambios en el
movimiento, como las ecuaciones de Hamilton que
contienen la informacién de la dindmica del sistema
o evolucién.

El paso siguiente serd poner en términos geométri-
cos las ideas desarrolladas hasta el momento, de tal
forma que se definira un espacio de fases del sistema
en el que residiran todos los posibles estados, pro-
visto de una estructura definida por las ecuaciones
de Hamilton. Ademas, se mostrara la solucién de las
ecuaciones de la dinamica por métodos numéricos
para llegar a las lineas de campo o de evolucién del
sistema. Por Ultimo, se mostrara la importancia de los
invariantes, la forma de hallarlos y la necesidad de su
existencia para construir los diagramas de fases para
observar la evolucion del estado del sistema, fina-
lizando el tratamiento del caso de los dos cuerpos
desde la mecéanica de Hamilton. Esta perspectiva
mecanica se tuvo en cuenta debido a que constituye
la base de los principios generales de la cuantica, por
tal motivo sera importante dar a conocer su formula-
cién, pensando en la ensefanza de la fisica moderna.
Otra razdén para tomarla en consideracion es que los
sistemas dinamicos se han venido constituyendo en
un area de especial interés en las ultimas décadas,
recuperando con ello la relevancia de los sistemas
hamiltonianos y de perspectivas y problemas que
habian quedado planteados en el contexto de la me-
canica de Hamilton.



Sistema

Asi como en la mecdanica newtoniana la particula es
fundamental, de igual forma lo es el sistema para la
mecanica hamiltoniana, de tal forma que para el caso
de los dos cuerpos sera importante en un principio
reflexionar sobre la definicion de sistema, ya que los
conceptos fundamentales se desarrollan en torno a
la caracterizacién y el conocimiento de su dindmica.

Caracterizacion del sistema

Usualmente se entiende por sistema el conjunto de
partes que estan relacionadas entre si, de tal forma
que su caracterizacion se limita a nombrar las partes
que lo conforman y las relaciones que existen entre
ellas; sin embargo, aqui se tendra en cuenta ademas
de las partes que componen el sistema, sus ligaduras
y los grados de libertad como aspectos adicionales
en su caracterizacion; por tanto, sera importante ex-
poner con mas detalle cada uno de estos aspectos.

Partes que lo conforman

De acuerdo con lo anterior, en el caso de los dos cuer-
pos se toman las particulas con masas m, y m, como
partes moviles del sistema en interaccién gravitacio-
nal, pero ademas de las dos masas se considerara
como parte del sistema el centro de masa del mismo,
representado por CM, el cual, al tener en cuenta que
la accion entre ellas es igual y opuesta, y que no hay,
por tanto, una fuerza neta sobre el sistema. Sera posi-
ble tomarlo como el origen del sistema de referencia
en el que se hara la descripcién de la configuracién y
el movimiento de las dos particulas (figura 1). Es im-
portante anotar para la definicién de sistema que se
considera aislado, esto es, nada en el exterior puede
interactuar con él en ninglin momento.
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Ligaduras

Las particulas m, y m_ son libres de moverse en el es-
pacio tridimensional, pero debido a que las fuerzas
entre ellas son centrales (en la direccién de la linea
que las une), y que no hay fuerzas externas actuando
sobre él, no existird torque alguno sobre el sistema,
de tal forma que tanto las particulas como el centro
de masa estaran siempre en mismo plano (figura 2).
Esta restriccion constituye una ligadura del sistemay
hace parte de su definicion.

Grados de libertad

Cuando se hace referencia a los grados de libertad
del sistema se esta pensando en el nimero de mo-
vimientos independientes que éste puede tener. Es
claro que el sistema presenta muchas formas de mo-



vimiento, pero se puede pensar cualquiera de ellos
como la superposicion de dos movimientos simples
e independientes. Asi, por ejemplo, es posible asumir
que la separacién entre m, y m, se conserva, en cuyo
caso se obtiene un movimiento de rotacién como si
el sistema fuera un cuerpo rigido (Figura 3).
Por otro lado, se puede pensar en otro movimiento
del sistema cuando la linea (imaginaria) que une las
masas m, y m, conserva su direccién, de modo que
estas particulas Unicamente podran alejarse o acer-
carse (figura 4).

Los dos movimientos presentados anteriormente
se dicen que son independientes, ya que el uno se
puede dar sin la presencia del otro, esto es, se pue-
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de dar el movimiento de rotacién sin que la distancia
entre las masas varie y se puede dar el movimiento
de las masas por la linea que las une sin presencia del
movimiento de rotaciéon. Es importante ver que estos
son los dos unicos movimientos independientes que
tiene el sistema, ya que cualquier otro movimiento
posible puede ser pensado como combinacion de
los dos movimientos independientes. Si esto es asi,
se dice que el sistema de los dos cuerpos tiene dos
grados de libertad.

Considerado todo lo anterior, se ha caracterizado
el sistema, permitiendo asi la posibilidad de centrar-
se en su ambito mecanico.



Estado del sistema

Después de haber caracterizado el sistema su des-
cripcion se limitard a definir cualidades referentes al
ambito mecanico, excluyendo otro tipo de posibles
cualidades (como las de la termodinamica, por ejem-
plo). Asi, la primera cualidad a tener en cuenta estd
referida a la disposicidn espacial o configuracion del
sistema, y la segunda, a su movimiento.

Como las cualidades pueden ser pensadas en gra-
dos, la cualidad de configuracion esta referida a todas
las formas de disposicién espacial posibles del siste-
ma, de tal manera que cada forma de configuracién
puede ser asumida como un estado de configuracion
del sistema. Similarmente, un grado especifico de la
cualidad de movimiento podra asumirse como un es-
tado de movimiento del sistema. En consecuencia,
el estado general del sistema en un momento dado
estara referido simultdneamente al estado de confi-
guracién y al movimiento en ese momento.

Estado de Configuracion

Como la cualidad de configuracién del sistema esta
referida a todos los posibles estados de configura-
cién, para caracterizarlos concretamente se tendra
que definir variables, de tal forma que para valores
diferentes que puedan tomar especifiquen un esta-
do de configuracién diferente.

Estas variables que se deben definir son llamadas
coordenadas espaciales del sistema, que son deter-
minadas de la siguiente forma:

Primero: Debido a que el sistema tiene dos grados de
libertad, a cada uno se le asociard una coordenada
que caracterice esa forma de cambio de configura-
Cién, esto es: un grado de libertad como se veia an-
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tes, hacia referencia al movimiento de las masas, en
el que la linea que los une conservaba su direccién;
este movimiento implica un cambio de configura-
cién del sistema, que en este caso estara especifica-
do completamente con la coordenada Rindicando la
separacion entre m, y m, (figura 5).

Segundo: El otro grado de libertad hacia referencia al
movimiento de rotacion del sistema donde la sepa-
racion entre las masas quedaba fija, este movimiento
implica un cambio de configuraciéon independiente
al anterior, quedando bien especificado por un an-
gulo polar ¢ (figura 6).

Debido a que los dos cambios de configuracién son
independientes, entonces las coordenadas (R,)
seran también independientes. Estas coordenadas



tomaran valores dentro de los intervalos 0<R<owoy
0<R<w0<2m, de tal forma que si esto se cumple, es-
pecificaran completamente todos los estados po-
sibles de configuracion del sistema, debido a los
valores posibles que pueden tomar dentro de estos
intervalos.

Estado de Movimiento

Como ya se menciond en el acapite 3, todos los po-
sibles estados de movimiento definen la cualidad
de movimiento del sistema, entonces, de igual for-
ma que en el estado de configuracién, se tienen que
definir variables que caractericen este estado. Estas
variables dindmicas se conocen como los “momen-
tos generalizados”, que son a su vez los movimientos
independientes experimentados por el sistema.

Si bien es cierto, aunque el movimiento implica
cambios de configuracion del sistema no quiere de-
cir que se deba reducir o sustituir por este mismo;
la idea es pensar el movimiento como una cualidad
independiente susceptible de ser medida sin tener
que remitirse necesariamente a los cambios de con-
figuracion.

Teniendo en cuenta lo anterior, debido a que el nu-
mero de movimientos independientes del sistema
son dos, las variables dindmicas correspondientes
seran representadas por P,y P, que son los momen-
tos generalizados independientes asociados a las
coordenadas R y ¢ respectivamente. Es decir, al refe-
rirse a la variable dinamica P,, se esta pensando en el
movimiento del sistema cuando varia la coordenada
R, permaneciendo fija la coordenada ¢; similarmente
para la variable dinamica P, , se esta pensando en
el movimiento del sistema cuando la coordenada ¢
cambia permaneciendo fijo R.

Por tanto, considerando lo anterior, se llega a una ex-
presion explicita para los momentos generalizados':

Py=uR P,=uR* ¢

Es primordial anotar que tanto las coordenadas como
los momentos generalizados, aunque son indepen-
dientes entre si, son funciones del tiempo. Entonces,
el estado general del sistema estara representado

or el vector . Lo importan-
fe ahora sera glligé?';ngbl(rf;,rllze g))r,rrljg (gc)))r110 estéf\ regu-
lados los cambios en el tlempo deI estado general

del sistema, esto es, determlnar( R(t) ¢(1) P > (2), P (1)

! Se procedera a hallar las expresiones para P,y Pq)

Debido a que las particulas estin sujetas a una mutua interaccién gravitacional, el movimiento relativo de estas dos masas es

equivalente al movimiento relativo de una particula de masa igual a la masa reducida bajo la misma interaccién gravitacional.

. . m, m

La masa reducida es 1gual apu = —
- m, +m,

Si se considera 7, y r2 las posiciones de 72,y m,, respectivamente, con relacién a CM, estos vectores posicién cambiardn tanto

, recordando que 72,y 7, son las masas de cada una de las particulas del sistema.

en magnitud como en direccién al variar las coordenadas R y ¢ (figura 7). Como la masa 72, es menor que 72, CM estard mds
cerca de 7, que de ,, de tal forma que las posiciones de las particulas son tales que la ubicacién del centro de masa dada por

la expresién " it M2 " sea igual a cero debido a que es tomado como marco de referencia.
ml + mz
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- A A - - A
Colocando r, = r r,donde 7 es la distancia de 72, a CM, siendo  la direccién de 7, y de igual forma , = —sr r,donde s7es
-
S -
. . . m . . , . . ., . .
la distancia de CM a m,, siendo s = —2> — 7 implica que /i estd en la misma direccién que r,, pero en sentido contrario. De

- - m,
tal forma que 7 y r, expresados asi cumplen con la condicién de ubicacién del centro de masa.
m, +m,

1

Entonces R=r(1+s) =r[ j, de esta expresion despejando 7y sustituyendo en los vectores posicién, teniendo en cuenta

ademds la expresién de la masa reducida se deduce:
- A d ﬂ A
rlz—ﬁRr y r,=—Rr.
m m,
De esta forma los vectores posicién quedan en funcién de las coordenadas independientes. Entonces, es posible tener una

expresién explicita del cambio de configuracién del sistema cuando R varia y ¢ permanece fijo, esto es:

N

9n __ My oy 9n _ u

r
oR  m oR m,

Ahora se puede expresar el segundo cambio de configuracién cuando ¢ cambia permaneciendo fijo R, esto es:

- N
on _HR5 . On _pRS
00 B m, Y 20 m,

Donde & es un vector unitario perpendicular a ; que indica la direccién de aumento del angulo 6.

Por otro lado, si el sistema se encuentra en un estado de movimiento cualquiera, el movimiento de la masa 7, respecto a CM
esta dado por 7 :ml%:ml [%k+%<}ﬁJ; reemplazando los términos de cambio de configuracién se obtiene ;1 = ﬂ(—l.?}A’+Ré%),

-

procediendo de igual forma se halla el movimiento de 7, respecto a CM el cual es: p, = u(Rr+R¢ )
El movimiento del sistema P " asociado a la coordenada R es la suma de la proyeccién de los movimientos 7y P, de cada
una de las partes méviles del sistema en la direccién del cambio de configuracién cuando R varia y ¢ permanece fijo (figura

8), esto es:

— -
2 dr 7 dn,

R_pl.aR pZ.aR

Reemplazando las cantidades conocidas se llega a:

PRzyI.Q
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De manera similar, cuando ¢ varia permaneciendo fijo R, el momento P¢ asociado a ¢ (figura 9) estd dado por:

- -
> dr, 7 dr,

P, = —
» — D ) 12 )

Reemplazando obtenemos

P¢>=ﬂR2é

Es importante recordar que R=dR/dty ¢ =d¢/dt denotan los cambios de configuracién en el tiempo.
Si todo el sistema se asume como una sola particula con masa reducida x, la expresion para P, indicaria el momento
lineal de esa particula, y la expresién para P A expresaria la magnitud del momento angular respecto a CM, de donde

la expresiéon uR?* representaria el momento de inercia de ésta.

Medina
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Evolucion del estado del sistema

Se ha visto que el estado del sistema esta representa-
do por las coordenadas (R(?), (1), P (¢), F, (1)) en
cada instante. Debido a que el sistema evoluciona en
eltiempo, es claro que su estado también lo hace, pero
ese cambio de estado del sistema se hace de tal forma
gue un cambio en su configuracién necesariamente
implica un cambio en su movimiento, o un cambio en
su movimiento también implica necesariamente un
cambio en su configuracién. Por tal motivo, debe exis-
tir una funcién que regule o asocie estos cambios, a tal
funcion se le denomina el hamiltoniano® del sistema,
que sera abordada en el acapite 4.2.

La funcion lagrangiana

Una forma de llegar al hamiltoniano es partir de la
funciéon lagrangiana del sistema. El lagrangiano’,
representado por L, es la funcién reguladora de los
cambios de configuracion del sistema, de tal forma
que solo dependera de la configuracidon y de sus cam-

bios en el tiempo, es decir, es funcién de(R, @, R, 9);
ademas estd definido como la diferencia de la ener-
gia cinética T'y la energia potencial U del sistema.
La energia cinética del sistema debida a los cam-
bios de configuracion se debe entender como la
suma de las energias cinéticas de las particulas mé-
viles que la conforman. Por tanto, la expresion de la
energia cinética* del sistema estara dada por:

T=%,U(R2+R2¢2)

Porotro lado, la energia de configuracién del siste-
ma o energia potencial U, que en este caso sera la
energiagravitacional,estddadaporv =_G'"T‘m2=—%,
donde k=Gm m, siendo G la constante de gravi-
tacion. Esta energia potencial independiente del
tiempo disminuye cuando m, y m, se acercan, y
tiende a cero su maximo valor, cuando se alejan

(grafica 1).

% De ahora en adelante siempre que se haga uso de la frase “el hamiltoniano”, se tiene que pensar en la funcién de hamilton

del sistema.

3 La frase “el lagrangiano” hace referencia a la funcién lagrangiana del sistema.
grang. grang

* Como la energia cinética del sistema estd dada como la suma de las energfas cinéticas de cada una de sus partes mdéviles,

entonces tenemos:

—)—>1 - -

1
T=—mvi-vit—m,Vv, v,
2 2

- -
Donde viy v son las velocidades de m, y m, respectivamente con relacién a CM, de acuerdo a esto tenemos:

von = (LR 2R 56y (- “Rr+“R¢¢)— K Rerd)
m m m, 1

Z~Z=(ﬁk?+ ¢¢) <”R 2 ¢¢)——(R LR
m2 m2

11
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(Grdfica 1)

Teniendo en cuenta lo anterior, el lagrangiano se
puede expresar como:

. . | -2 2.2 i
L(R’¢aR9¢)_T_U—E,U(R +R ¢ )+E

La funcion hamiltoniana

La funciéon hamiltoniana, representada por H, como
se dijo anteriormente, asocia a cada cambio de con-
figuracién un cambio en el movimiento; dependera
tanto de la configuracién como del movimiento del
sistema, estoes H = H(R, 9, P, F,).Asi, del hamil-
toniano se obtiene |nformaC|on mas completa de la
evolucion del sistema en su estado general referente
a la configuracién y el movimiento, en comparacién

con el lagrangiano, que Unicamente da cuenta de la
evolucion del sistema en su configuracion.

El hamiltoniano como una transformada de
Legendre

El hamiltoniano se puede obtener del lagrangiano
del sistema por medio de la transformada de Legen-
dre’. Debido a que el lagrangiano L depende de las
coordenadas (R, @, R,¢), la funciéon hamiltoniana
H sera esa nueva funcién con nuevas coordenadas
(R,9, Py, P, ); eneste caso latransformada de Legen-
dre se escribe de la siguiente forma:

H(R,0,P,.P,) = P, R+ P, ¢— L = P, R+P ¢—1y(R +R? ¢ )——

Teniendo en cuenta las expresiones de los momen-
tos generalizados6 haIIados anteriormente, esto es
P, =uRy P, ,uR ¢ despejando tanto R como
y reemplazando en la transformada de Legendre se

obtiene el hamiltoniano, esto es:
2 2
P, P, k

YREY
[ 2uR’ R

H(R,$,Py, P,) =

La expresion 2+ £
P 2u 2/1R
la energia de movimiento del sistema, que en com-
.2 o2
paracion con el término correspondiente %,u(R +R*¢)
en el lagrangiano, que es responsable de los cambios

en el tiempo de la configuracion del sistema, no tiene

reemplazando en la energia cinética se obtiene:
1,1 1 %
T=_ f+— )R+ )
20 m om,
mym,

Teniendo en cuenta que 4 =
m, +m,

1 .2 .2
T=J R K 9)

se llega a la expresion:

o2

Es interesante ver que si se asume el sistema como una particula con masa (, el término de la energia cinética — ,u R es debida a

o2

1
la traslacion de esa particula, y el otro término T = — uR* ¢ no es mis que la energia de rotacién respecto a CM de esa particula.
2

* La transformada de Legendre de una funcién f(X) es una nueva funcién g de una nueva variable p, donde p=f"(x) que se

construye de la siguiente forma:

Medina



en cuenta su movimiento. Por otro lado, el ultimo
. k I . .

término - del hamiltoniano, sigue siendo la ener-

gia potencial o de configuracién del sistema.

Ecuaciones de Hamilton

Como el hamiltoniano asocia a cada cambio de confi-
guracion un cambio en el movimiento, debido a que
el sistema es conservativo, tales cambios son iguales
y opuestos de tal forma que el cambio total es nulo.

Para poder expresar explicitamente laidea anterior,
se debe establecer una medida comun a la hora de
comparar cantidades diferentes como lo son estos
cambios. Para lograr esto, se hace necesario conside-
rar el trabajo realizado por el sistema cuando cam-
bia su configuracion y el trabajo realizado cuando
cambia su movimiento. Debido a que el sistema es
conservativo el trabajo total es nulo, lo que implica
gue en todo momento se conserva el hamiltoniano
o energia del sistema; esto es:

dH = RdP, +$dP, — (P, dR + P, dg) = 0 (I)

Laexpresion RdP, + @dP,es eltrabajo realizado por
el sistema debido a los cambios infinitesimales dP,
y dP(D en el movimiento. Similarmente la expresién

Pre-Impresos

(&S]

- (];R dR + I;¢ d@) es el trabajo efectuado por el sis-
tema, debido a cambios infinitesimales dR y d¢ de
configuracién.

Teniendo en cuenta lo anterior, la medida comun
de comparacion esta expresada por dH que repre-
senta el cambio infinitesimal de energia del sistema
gue en este caso se conserva, esto es dH=0. Como
el hamiltoniano, es una funcién de las variables de
estado, la diferencial se cumple:

oH oH oH oH

dH =—dR+—d¢+ dP, +
oR 1) 0P, oP,

dp,

Comparando esta expresion con (I), se obtiene el si-
guiente sistema de ecuaciones diferenciales:

RodH o

oP, oP,
g o
R Ry,

Este sistema de ecuaciones diferenciales son las
ecuaciones de Hamilton, que contienen toda la in-
formacién de la dinamica del sistema.

Asi como en la mecénica newtoniana una vez co-
nocidas todas las fuerzas que interactian sobre la
particula, la informacion de su dindmica esta conte-

v O

_ Distancia vertical maxima
entre las curvas f(x) y px

. X
f B &) =p
(Grdfica 2)

Sea f una funcién convexa, esto es f”(x)>0, partiendo de la grifica de fen el
plano X, y, se considerard la recta y=px. Para cada valor de la pendiente p, existe
un punto x,=x,(p) donde la distancia vertical entre las dos curvas px-f{x)=F(p,

(. ey oF \
X) es méixima; esta condiciéon se expresa como: —=p— f'(x)=0y se cumple

ox

para un x,, donde f”(x,)=p; es claro que x,=x(p) (grifica 2). La transformada de

Legendre de f{x), que se representard por g, serd igual a F'(p, X) en el punto x=x(p)

para todo valor de la pendiente donde se cumpla la condicién extremal p-f~(x)=0; asi la nueva funcién estd escrita como

g(p)=F(p.x(p)=px-f(x), donde p=f"(x).

¢ Partiendo de la condicién extremal que se debe cumplir para la funcién H(R, @, B, B,) = F; R+ P, ¢— L, las cuales son

oL 5 L y . . . .

PR:&) ~=HR y P =—-=uR¢; terminan siendo una forma diferente de obtener las expresiones de los momentos
R P

generalizados.
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— -
. .. 2
nida en la Segunda Ley F' = m q; de manera similar e P P . P k .
) o R="E p=—2_p=—2__ " P =0

en este caso, una vez conocido el hamiltoniano del y UR? UR® R? 4
sistema, la informacién de su dindmica se encuentra
en las ecuaciones de Hamilton. Para el sistema de los En el siguiente acdpite se pondran en términos
dos cuerpos éstas seran: geométricos las ideas expuestas hasta el momento.
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Geometrizacion

La forma en que la mecanica hamiltoniana describe
con exactitud la dindmica del sistema es haciendo
geometria sobre el espacio de fases. Asi, geometri-
zar la dinamica del sistema permite de cierta manera
conocer como es la evolucidn de su estado general
en todo momento.

Espacio de fases

El espacio de fases del sistema de los dos cuerpos,
con dos grados de libertad, es un espacio tetradi-
mensional, donde cada punto del espacio con coor-
denadas (R, ¢, P, P,) representa un estado general
del sistema. Debido a que R Unicamente puede to-
mar valores positivos, donde el dngulo ¢ varia de 0
a 2n y los momentos P,, P, pueden tomar cualquier
valor, tales requerimientos acotan el espacio de fa-
ses en una regién donde es posible encontrar todos
los estados que el sistema puede tomar en cualquier
momento. Por tanto, siempre que se hable del espa-
cio de fases del sistema, se tendra que pensar en esa
regién donde residen los estados.

Pre-Impresos

Campos vectoriales

El espacio de fases del sistema estd completamente
estructurado por las ecuaciones de Hamilton. Debi-
do a que contienen la informacién de la dindmica del
sistema, ellas indican la direccion de evolucién de su
estado, esto es, las ecuaciones diferenciales de Ha-
milton conforman un campo vectorial en el espacio
de fases del sistema. Tal campo vectorial puede ser
expresado de la siguiente manera’:

PP%
VAR A

0

%"Uomwo‘%\o%o

Este campo vectorial asocia a cada estado un vector,
que indica la direccién en la que se encuentray la se-
paracion temporal del posterior estado a seguir. Por
ejemplo, iniciando en uno de ellos?:

7 En notacién de vector columna, se pueden colocar las ecuaciones de Hamilton del sistema

R OH P om B 5 OH_ Bk
P, u = 9P, wurR® “ OR uR® R’

que representardn el campo vectorial en el espacio de fases.

oH

:—7_0,
¢

¢ Los estados estaban representados por las coordenadas (R, ¢, PR, P q)) ,estas coordenadas de ahora en adelante serdn expresadas

en forma de vector columna R

E:P

R

P

,dando cuenta del mismo estado.

15
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RO
5_; — ¢()

PRO

P

90

el campo vectorial le asocia el vector

PR/
U

R
. P

. 90

E: ¢ = ﬁROZ
)
};¢ Roo R,

que resulta de remplazar el estado inicial en las ecua-
ciones de Hamilton (gréfica 3).

B
-
4 -
i .
4 el
ol —>-
47
1? — s s
'\:i’ Y ¥ VY v m == R
1L SR
N
RIAN
.
(Grdfica 3)
En este diagrama se grafica
PRO/U .
en los puntos
PR

P’y _| &
R’ R}
que son tanto las proyecciones del campo vectorial como de los estados,

respectivamente en el plano R-P, del espacio de fases del sistema, para
un valor fjo de P, .

Lineas de evolucion_

En el acapite anterior se mostré como las ecuaciones
de Hamilton definen un campo vectorial en el espa-
cio de fases del sistema; ahora serd importante saber
qué representa su solucion. Pero, como las ecua-
ciones de Hamilton del sistema de los dos cuerpos,
conforman un conjunto de ecuaciones diferenciales
de primer orden acopladas, no lineales, (acapite 4.3),
serd complicado obtener soluciones analiticas, por
consiguiente se debe recurrir a métodos numéricos
para resolverlas.

Método de Euler °

Escribiendo las ecuaciones de la dinamica en térmi-
nos de incrementos finitos; esto es:

2
AR _Py Ap_ B, AR _ Bk A

T p2 T p3 p2 — =0,
At u At uR” At uR® R At

se puede partir de un estado inicial cualquiera

R,
QZ(; _ [

Py

P

90

para conocer el estado posterior del sistema se re-
emplaza el estado inicial en las ecuaciones, obte-
niendo™:

P P Pk
R:Ro+[ﬂjm 9=0,+| =2 At Py =Py +| T —— At By =Fy,
“ URy MRy R

0 0 0

de tal forma que el estado siguiente al inicial sera:

? El método de Euler es un método numérico de solucion de sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden.

' Recordando los incrementos AR=R-R, A0=0¢-0, AP, =P -P, y AP¢= P¢=P

se reemplazan en las ecuaciones de
60’

Hamilton y despejando a su vez R, 0, P, y Pq) de cada una de ellas.
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Para encontrar el estado posterior a (ll), se realizara
el mismo procedimiento que antes, pero se asumira
el estado (Il) como el nuevo estado inicial. Procedien-
do de forma iterativa, se encontrara una sucesion de
puntos-estados en el espacio de fases que estaran
separados entre si dependiendo del intervalo de
tiempo At elegido, de tal forma que si se escoge el
intervalo lo mas pequeno posible, esa sucesion de
estados conformaran una curva suave que se aproxi-
mara al camino o solucién exacta por donde los esta-
dos del sistema pasaran después de partir del estado
inicial 50. Esas curvas suaves que se obtienen por el
procedimiento anterior, se conocen como las lineas
integrales del campo vectorial o lineas de evolucién
del estado del sistema. Es importante anotar que el
campo vectorial es tangente a las lineas de evolu-
cién, lo que implica que por un Unico estado meca-
nico pasa una sola linea integral (grafica 4).

R

g Y it

N

N &
He
e

(Grafica 4)

Pre-Impresos

Funciones que se conservan durante la
evolucion del estado del sistema

Si se tiene una funcién escalar F=F(R.¢,P,P,) defi-
nida en el espacio de fases del sistema, el cambio de
esta funcién en el tiempo estard sometido a lo lar-
go de las lineas de evolucion del estado del sistema;
esta idea se puede expresar explicitamente como la
derivada direccional" de esta funcién en la direccién
del campo vectorial definido por las ecuaciones de
Hamilton.

Reemplazando las ecuaciones de Hamilton, se
obtiene la derivada a lo largo del campo vectorial,
esto es:

A esta expresion también se le conoce como el Cor-
chete de Poisson entre F'y H denotado por {F, H}
gue es a su vez una nueva funcion definida en el es-
pacio de fases, esta operacién Corchete de Poisson,
tiene el mismo sentido de la derivada direccional.

Las ecuaciones de Hamilton se pueden expresar en
términos de los corchetes de Poisson, de la siguiente
forma:

Proyecciones del campo vectorial y de dos lineas de evolucién para
| e SN dosestadosiniciales &, y &, enel plano R-P, del espacio de fases.
Se puede ver como el campo vectorial es tangente a las lineas de evo-
lucion, indicando a su vez el sentido de recorrido de las curvas.

"' La derivada direccional en el espacio de fases es similar a la derivada direccional de una funcién en el espacio euclideo

tridimensional, por ejemplo: sea g=g(X, ), z) una funcién definida en el espacio tridimensional tradicional, si se quiere hallar

dg

la derivada de g en la direccién € (vector unitario en este espacio) denotado por m serd igual a la proyeccién del gradiente de
A)

.. . A d. A
esta funcién en la direccién é, esto es a8 _ Vg-e
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R={R,H} P, ={P, H}
6=10.H} P, = (P, H)

Si se cumple {F, H}=0 indicara que F' =0, lo que
significa que la funcion F es una constante en la evo-
lucién del estado. Por tanto, con respecto a las funcio-
nes que se conservan en la dindmica, si se encuentra
un numero de éstas correspondiente a los grados de
libertad del sistema, las ecuaciones de Hamilton son
integrables™. Por tanto, como el sistema de los dos
cuerpos tiene dos grados de libertad, entonces se
debe encontrar dos funciones constantes para que
las ecuaciones de Hamilton puedan ser integrables.
La primera funcién constante en la evolucion es P¢,
momento generalizado del sistema, debido a que se
cumple P, ={P,,H}=0. Por otro lado, la funcion
hamiltoniana que representa la energia total del sis-
tema, es la segunda funcién' que se conserva en la

dinamicayaque g = {H,H}=0-

efec

En los siguientes acépites, se mostrard laimportan-
cia de tener esas dos funciones que se conservan, en
el momento de conocer la dindmica del sistema.

Potencial Efectivo

Como la coordenada P¢ es una constante en la evo-
lucién, puede tomar valores de -oo a 0. En el hamil-

. PSRk f Pk
H=ir o K _ e K
toniano RETY la expresién Vs = 5€

conoce como el potencial efectivo del sistema que
depende sélo de R, debido a que P, es constante.
Por tanto, es posible pensar la expresion }2)’—*#, energia
de movimiento, como si variara la coordenada R sin
hacerlo ¢ en el sistema.

Diagramas de fase

El Hamiltoniano o energia total del sistema y el mo-
mento generalizado P, debido a su permanencia en
la evolucidn del sistema, define dos planos perpen-
diculares entre si en la grafica del potencial efectivo
(gréfica 6).

En la grdfica 5 del potencial efectivo™
Rk i
=3~ aparecen dos representaciones,

la de la izquierda muestra la superficie de po-

W7

(Grdfica 5)

tencial efectivo, la de la derecha muestra varias
curvas de potencial efectivo que surgen de
interceptar diferentes planos de P, constan-
te, con la superficie de potencial efectivo. En
P,=0se obtiene el potenial gravitacional.

12 Teorema de Liouville.
OH * O0H* oH ° OH

3 Como H == Rt——¢+—-P+—=F, reemplazando las ecuaciones de Hamilton se obtiene {H,H}=0

R 2" op, * op,

. , . , .. 1 _
4 Para la realizacién de las grificas se considerara los siguientes valores de las constantes 5 =5kg™, k=8
U
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Grafica del potencial efectivo interceptada por dos planos
perpendiculares entre si definidospor H = —1.5 y F, =1

(Grdfica 6)

(Grafica 7)

Caso 1: H=-1.5y P =1

Debido a que se ha seleccionado como ejemplo el
nivel de energia H=-1.5 y momento® P =1, los esta-
dos del sistema que cumplan con estas condiciones
seran aquellos cuya coordenada R tome valores®
dentro del intervalo 0.73 y 4.6, ya que fuera de éste
el potencial efectivo sera mayor que la energia total
del sistema, %j<0, lo que matematicamente seria
impensable (grafica 7). El valor de la energia total del

. p: P’ L.
sistema H=-f +—°*_ _k__15 se debe distribuir en
214 2uR° R

energia de movimiento y configuracién, de tal forma
que siempre se conserve el momento Pq) -1 en toda
la evolucién. En el estado del sistema, donde la sepa-

Curva del potencial efectivo inscrita en el plano definido por
P¢ =1, con el nivel de energia H= -1.5

racion entre las masas es R=0.73 el potencial efectivo
12

k . . . .
s = g~ 1o tiene el mismo valor del hamiltoniano

H=-1.5,1o que implicaquela en.ergl'a Z’—i=0, y por tan-
to, R se an.ula, ya que P, = i R (acapite 3.2). Como
P, = ﬂRZ ¢ (acapite 3.2) fiempre esiguala 1, cuando
R toma el valor minimo, ¢ toma el valor maximo; asi,
en este punto el movimiento de rotacion del siste-
ma hace que las masas comiencen a separarse rapi-
damente Qermitiendo que de R=0.73 hasta R=1.2 la
energia % aumente a sumaximo valor, mientras que
el potencial efectivo disminuye a su minimo valor. La
coordenada R sigue aumentando lo que implica que
el potencial efectivo desde este punto comienza a

P’

incrementarse, de tal forma que S energia de mo-
u

> Tanto H como P s € miden en unidades de energia y moméntum, respectivamente.

16 T.a coordenada R se mide en unidades de distancia.
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vimiento, a partir de este valor empieza a disminuir
hasta que se anule en R=4.6, cuando el potencial se
iguala al hamiltoniano nuevamente. Al aumentar R
debe disminuir ¢) de f.orma tal que P, lo que in-
dica que la velocidad ¢ del sistema se hace cada vez
menor cuando R aumenta (grafica 8).

(Grdfica 8)

Gréfica de 1= #R* ¢ dentro del intervalo donde estd
definido R, en el cual se muestra la disminucion de la rota-
cion del sistema ¢ cuando aumenta R.

Posteriormente, las masas comienzan a acercarse pa-

sando nuevamente por una separacion de R=1.2, don-
P 2

de "
2u P

R=0.73 enlacual ﬁ =0, que debido a la rotacién maxi-

ma en este punto de nuevo comienzan a separarse.

es maximo, hasta llegar al limite de acercamiento
2

Se vera ahora qué significa en el espacio de fases,
el hamiltoniano y el momento P, como invariantes
en la evolucién del estado del sistema.

Para un valor especifico del hamiltoniano se define
una hipersuperficie en el espacio de fases del sistema
cuyos puntos-estados que la conforman cumplen con

ese valor de energia elegido. Asi, para diferentes valores
del hamiltoniano se estara definiendo una familia de hi-
persuperficies, que estratifican el espacio de fases.

Retomando el valor del hamiltoniano anterior, se
tienen las siguientes proyecciones"” de la hipersuper-
ficie definida por H=-1.5 (graficas 9y 10).

(Grafica 9)

Proyeccion de la hipersuperficie generada por el hamiltoniano
H=-1.5enel espacio R, P, P,
Laecuaciones , _

3

3 A8

(Grdfical0)

Proyeccion en el espacior, ¢, P, dela hipersuperficie generada por
el hamiltoniano H=-1.5 con un valorP¢:P¢0 diferente de cero.

Laecuaciones , .| 3 A, 8
10 R SR

7 Debido a que la hipersuperficie se encuentra en el espacio de fases de cuatro dimensiones, lo Unico que se puede graficar

son las proyecciones en el espacio tridimensional R, P » P,y R, §, P, Las ecuaciones de estas proyecciones se obtienen del

hamiltoniano despejando la coordenada P, y reemplazando el valor de energfa elegido.
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y 11b), esta curva no es mas que la linea de evolucién

Nota: Para graficar la proyeccién de la hipersuperficie

que es solucién de las ecuaciones de Hamilton. Si se

en el espacio R, ¢, P,, se debe fijar un valor de P(D de-

acapite 5.3.1),

(

todo de Euler
al escoger un estado inicial cualquiera contenido

é

tiene en cuenta el m

, COMO Sse vera mas

bido a que sobre esta superficie

adelante, estarad contenida la proyeccién de la linea

en esta curva, la sucesién de estados posteriores al

de evolucién del sistema que debe cumplir con la

inicial estaran lo mas cerca de esta, dependiendo

conservacién de Hy de P¢ .

de que tan pequeno sea el A¢ elegido. En general, la

linea de evolucion aproximada que se obtiene por

Ahora bien, si se tiene en cuenta que P¢ se conserva

, debera estar lo mas cercano a

étodo numérico

elm

en la evolucién del sistema, pP=1 definira un hiper-

de una hipersuperficie definida por

on

la intersecci

plano que cortara la hipersuperficie H=-1.5; el re-

un hamiltoniano y un hiperplano determinado por

sultado de este corte es una curva en el espacio de

un P, indicando la conservacion de tales magnitu-

fases conformada por los estados del sistema que

des en la evolucion.

1.5 (gréficas 11a

lyH

conservan los valores de P¢

Proyeccion

de la linea

de evolucion

Dl¢

Proyecciones en el espacio R, P, P, de la interseccion de la hiper-

de evolucion

Inea

’

lyla

superficie F7=-1.5 con el hiperplano P,

que surge de esta interseccion.

(Grafica 11a)

©
—
(<5
=
=
S
=
o
=
=l
[ae]
D
=
ac)
=l
o
=
[l
o
L
=
(=}
=
a-

espacio R, ¢, P,

(Grafica 11b)
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Debido a que el sentido de recorrer la curva esta
dado por el campo vectorial, se puede ver (grafi-
ca 12) como al aumentar R de 0.73 a 1.2 también
aumenta el momento P, dg 0 a su maximo valor,
incrementando la energia % como se veia anterior-
mente con el potencial efectivo (grafica 7); poste-
riormente cuando R varia de 1.2 a 4.6, P, disminuye
hasta cero debido a que no hay suficiente energia
para separar las masas definitivamente, por consi-
guiente se veran atraidas de nuevo. Esto implica,

By 0.73 1.2 4.6
H Ay s 505 5 5 5 5 553 5 5 555
{7 B S>> S>> > > > >—>—>

e

N

B A e et e
*r\

(Grafica 12)

4.6

siguiendo la linea de evolucién (grafica 12), que la
coordenada R varia de 4.6 a 0.73, dondeP, aumenta
negativamente como indica el campo vectorial, in-
crementando a su vez la energia Izi hasta el punto
donde R=1.2; ahora cuando R cam%ia de 1.2a0.73
la energia % disminuird a cero debido al maximo
acercamiento entre las masas, esto es 0.73, donde
el momento P, sera nulo. De esta forma, se ha ana-
lizado la proyeccién de la linea de evolucion en el

plano R-P, (grafica 12).

Proyecciones de la linea de evolucion y el campo vectorial en el
plano R-P,

0.73

(Grdfica 13)
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Proyeccion de la linea
de evolucién en los
planos ¢-R y ¢-P,
respectivamente.



La proyeccién de la linea de evolucién en los otros
planos (gréfica 13) indica el comportamiento de P, y
R cuando varia la coordenada ¢. Asi, cuando ¢ va de
0 a m, el comportamiento de P, es el mismo cuando
R cambia de 0.73 a 4.6 (gréfica 12), y posteriormente
al variar ¢ de 7 a 27 el comportamiento de P, es el
mismo cuando R varia de 4.6 a 0.73. Las curvas en la
grafica 13 son relativas, debido a que dependen del
estado inicial elegido, esto es, si se comienza a grafi-
car la linea de evolucién desde el estado inicial:

R, 0.73
— ¢ D)
& =" =1 o

Py,

P

las proyecciones en los diferentes planos de la linea
de evolucién seran las que aparecen en las graficas
12 y 13, pero debido a que la coordenada ¢ no apa-
rece en el hamiltoniano, cualquier valor inicial que
pueda tomar no afecta la energia del sistema ni mu-

(Grdfica 14a)

(Grafica 14b)

Pre-Impresos

(&S]

cho menos el valor dado para Po. Asi, con base en el
estado inicial anterior, se pueden tener varios esta-
dos iniciales para diferentes valores iniciales de ¢, lo
que implica que las curvas en la gréfica 13 se desfa-
sen un angulo ¢, igual al valor inicial dado para ¢. Por
ejemplo, si se parte a graficar la linea de evolucién
desde el estado inicial:

R, 0.73
- 1) /2
& ‘= 0
PRO
1
P

Las curvas en la grafica 13 estaran desfasadas un an-
gulo igual a $0=mn/2.

Caso 2: H=0y P =1

Se mirard ahora cudl serd la linea de evolucion co-
rrespondiente a P¢=1 y H=0. En esta nueva situacion
la grafica del potencial sera interceptada por el pla-
no H=0y P =1 (grafica 14a).

Superficie de potencial efectivo interceptada por dos planos
perpendiculares entre s definidos por =0 yP,=1.

Curva de potendial efectivo inscrita en el plano P,=1,conun
corte en el punto R=0.62 por la energfa constante /=0
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En contraste con la gréfica del potencial anterior
(graéfica 7), la coordenada R de los estados del siste-
ma que cumplan con las nuevas condiciones H=0y
P=1 podra tomar valores de 0.62 hasta infinito. Estas
nuevas condiciones indican la suficiente energia del
sistema para que las masas no se vuelvan a encontrar
jamas, esto es, si se parte de la distancia minima de
acercamiento R=0.62 donde el potencial efectivo es
igual al hamiltoniano U.,,. =%—%=0, el movimien-
to de rotacién del sistem.a eél maximo debido a que
se debe cumplir 1 = #R* ¢ (gréfica 15), lo que implica
que las particulas se alejan rdpidamente aumentando
la energia Izi a su maximo valor cuando R=1.2, don-
de posterior/rlnente las masas tenderan a alejarse cada
vez mas disminuyendo tanto la energia % como el
movimiento de rotacion del sistema, debido a que la
separacion R tenderd hasta infinito permitiendo asi

que el potencial tienda a cero.

R
(Grdfica 15)

Gréficade 1= uR? ¢ definida en el inter-
valo de 0.62 a infinito, en este caso cuando
R=0.62 ¢l movimiento de rotacion del
sistema es maximo, pero serd igual a cero
cuando R tienda a infinito.
¢_>ocuand0R — oo
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Ahora, serd importante mirar la intersecciéon de las
dos hipersuperficies H=0 y P=1en el espacio de
fases del sistema para obtener la linea de evolucién
correspondiente, (graficas 16a 'y 16b).

Proyeccion en el espacio R, P, y P, de la interseccion de a
hipersuperficie £7=0 con el hiperplano P, =1 y lalinea de evolucion
que surge de esta interseccion.

0

B =

R (Grifica 16b)

Proyeccion de la linea de evolucion en el espacio R, ¢ y P,

/7
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(Grafica 17)
Proyecciones de la linea de evolucion y el campo vectorial en el plano
R-P,



En la proyeccién de la curva de evolucién (grafica 17)
se puede ver como el momento P,, debido al campo
vectorial, aumenta de forma negativa al disminuir la
coordenada R hasta el punto R=1.2, pero debido a la
rotacion maxima del sistema en el punto R=0.62 (gra-
fica 15) y por el potencial efectivo restringido por H=0,

2T A
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el momento P, es nulo, lo que implica que las masas
no podran colisionar, de tal forma que se separaran
rapidamente aumentando P, a su maximo cuando
R=1.2, donde posteriormente se seguiran alejando
hasta el infinito, disminuyendo simultaneamente P,y
el movimiento de rotacién del sistema a cero.

o

Enla proyeccién delalinea de evolucién enlos planos
R-¢y ¢-P, (gréfica 18), se puede ver cémo al aumen-
tar el angulo ¢ hasta 2.92 el momento P, aumenta
negativamente a su maximo valor, disminuyendo
luego a cero cuando ¢ llega a 2.92, en este caso la
separacion R entre las particulas llega a su minimo
valor permitido; esto es R=0.62. Posteriormente se
ve como al aumentar R de 0.62 a infinito, el angulo se
acerca a2xsin llegar aél, lo que indica que el sistema

H=-3.19

1
0.62 R N X7 o

(Grafica 18)

o Proyeccion de la linea
de evolucion en los
planos R-¢ y ¢-P,
respectivamente.

no alcanza a dar un giro completo en la evolucién,
ademas el momento P, después de llegar a su maxi-
mo tendera a cero mientras ¢ lo hace a 27.

Caso 3: H=U y P =1

efect-minimo 0

Sera interesante ver qué sucede cuando la energia
del sistema es igual al valor minimo del potencial
efectivo™ (gréfica 19a).

Grdfica del potencial efectivo del sistema en donde su energia total H=3.19 es

(Grdfica 19a) qual al minimo del potencial.

1? k
8 El minimo del potencial efectivo

H=U

efect-minimo

Uoee = 2ur’ R S€ encuentra en el punto donde

efec

=0, 0 sea R -1 _12 donde
Uk

25
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En este caso por la restriccién de la energia total, los
estados del sistema seran aquellos cuya coordenada
R conserven el valor R=1.2 en la evolucién. Debido
a que R no varia el momento asociado P, sera nulo;
por tanto, los estados mecanicos del sistema seran:

R 1.2
E: % _ ¢ |

Pry

P

%0
para todos los posibles valores de ¢ (Gréfica 19b).

R 1.2

Esto implica que el sistema rotard como si fuera
un cuerpo rigido con un momento P‘D:l en toda
la evolucion.

Caso 4: H=0y P, =0

Es importante ver el caso particular en el que el mo-
vimiento de los dos cuerpos Unicamente sucede a lo
largo de la linea que los une, esto implica que no hay
movimiento de rotacién o sea P,=0; si de nuevo se
utiliza un valor de energia H=0 la superficie del po-

1

T > > >— > > 5> > 5> 5 5. 5> 5
/
e e e e e e e S
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P

La linea de evolucion donde se conserva H=3.19 y

(Grdfica 19b) P,=1 proyectada en el plano R-P,, es un punto.
o Py
2n
R o
1.2 . Proyeccion de la linea de evolucion en los pla-
(Grdfica 20) nos R-¢ y ¢-P, respectivamente.

Medina
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tencial estara cortada por estos dos planos perpen-
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diculares (grafica 21).

(Grafica 21)

(Grdfica 23)

Superficie de potencial efectivo cortada por dos planos perpendicu-

lares entre sf definidos por H=0y P,

Proyecciones en el espacio R, P, y P, de lainterseccion de a hiper-

=0

0 con el hiperplano P=0,y la linea de evolucién

que surge de esta interseccion.

superficie H'

0 al cortar la superficie del potencial, da

El plano P,

como resultado la energia gravitacional (grafica 1),

indicando a su vez que tal energia es un caso parti-

cular del potencial efectivo (grafica 22).
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de la linea de evoluci

(gréfica 24).
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Energia potencial gravitacional como caso particular del potencial

efectivo en donde aparece la constante de energia del sistema

=0

H

(Grdfica 24)

Linea de evolucion y campo vectorial proyectados en el plano

R-P,

La coordenada R de los estados del sistema que

0 podra to-

cumplan con las condiciones H=0 y P,

mar todos los valores posibles dentro del intervalo

abierto de cero hasta infinito.
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Si se toma la ecuacion PR=i\/% curva superior y el
campo vectorial (grafica 24), la evolucién del esta-
do indica cdbmo las masas tienden a separarse has-
ta el infinito, donde P =0. Por otro lado, la ecuacion
Py =t@ curva inferior y el campo vectorial (grafica
24), muestran como hay suficiente energia en el sis-
tema para que las masas con una separacion infinita
se acerquen hasta el punto de colisionar. Es impor-
tante ver que estas dos curvas conforman una sola,
debido a que se unen en el infinito.

(Grafica 25)

Proyeccion de la linea de evolucion en el espacio
R OYyP,

Caso 5: H=-1y P,=0

Por ultimo, se considerara el valor de la energia del
sistema H=-1y el momento P,=0en la evolucién del
sistema.

efec

(Grdfica 26)

Gréfica de la energia potencial que se inscribe en el plano P,=0,con
un corte en el punto R=8 por la energfa total del sistema H=-1

Medina

La energia potencial con el valor de energia del siste-
ma H=-1 (grafica 26), indica que los estados permiti-
dos seran aquellos cuya coordenada R esté definida
dentro del intervalo de 0 a 8. Esto trae como con-
secuencia que el sistema tienda al colapso, debido
a que las masas no pueden, en este caso, separarse
infinitamente.
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(Grafica 27)
Proyecciones en el espacio R, P, y P, de la interseccion de la

hipersuperficie /=-1 con el hiperplano P=0,y la linea de
evolucion que surge de esta interseccion.
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(Grafica 28)

Proyeccion de la linea de evolucion en el espacio R, ¢ y P,



2 2 .
Partiendo del hamiltoniano #=%+ % % y reempla-
2u  2uR* R

zando las condiciones H=-1y P¢:0 , obtenemos la
expresion =t,/—2ﬂ+% de la proyeccion de la linea
de evolucion en el plano R-P, (grafica 29).

Por el campo vectorial se puede ver cémo al incre-
mentar las distancias entre las masas el momento

—_, >SS > > S>> 5>
N
\u ———>

- \ —~ >

.S

(Grafica 29)
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P, disminuye a cero para una separacion de 8. Pos-
teriormente, las masas comienzan a acercarse mas
rapidamente, a medida que disminuye la distancia
entre ellas, debido a que P, aumenta negativamente
hasta llegar al punto donde el sistema colapsa total-
mente.

Linea de evolucién y campo vectorial proyectados en el plano
R-P,

29



30

Conclusion

Los conceptos fundamentales de esta mecanica se
fueron construyendo a medida que se ejemplificaba
-a nuestro parecer sin pérdida de generalidad- con el
caso de los dos cuerpos, de tal forma que al final se
obtuvo una estructura conceptual y tedrica coheren-
te de la perspectiva hamiltoniana a nivel introduc-
torio, susceptible de ser aplicada a otros problemas
diferentes en esta rama de la fisica. La manera en
que se presenta en este trabajo adquiere especial
importancia para la ensefianza de la fisica, porque
ademas de mostrar esta organizacién de una forma
diferente y bastante accesible, se hace énfasis espe-
cial en la geometrizacién de la dinamica del sistema.
Esta perspectiva permite ver y utilizar la geometria
como un esquema organizador, el cual da un pano-
rama global de los conceptos fisicos, lo que no es
posible hacer, en forma clara, con un tratamiento
puramente algebraico. Por tal motivo, esta forma de
ver la Mecanica de Hamilton puede ser abordada en
los primeros cursos de fisica a nivel universitario sin
que requiera prerrequisitos formales para su com-
prension; contrario a lo que se muestra en los textos
usuales de meciénica analitica.

El estudio del caso de los dos cuerpos desde esta
perspectiva mecanica fue completo y exacto, ya que,
en primer lugar, era mas importante dar cuenta de
la dindmica del sistema como un todo y no de los
cuerpos por separado; por tal motivo, fue necesario
la definicion de sistema, concepto al cual, posterior-
mente, se le asignarian cualidades independientes
referentes a su ambito mecanico, cuya concrecién
permitiria hablar del estado general del sistema res-
pecto a tales cualidades. La descripcion mecanica de
la evolucidn del sistema involucré tanto su configu-
racion como su movimiento, aspectos que algunas
veces en la ensefianza de la mecanica son reducidos
el uno al otro (por ejemplo, considerar el movimien-
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to como un simple cambio de posicién en el tiempo),
0 en otras perspectivas, como en la lagrangiana sé6lo
se tienen en cuenta su configuracion y los cambios
en el tiempo sin involucrar el movimiento del siste-
ma. Es por esto que la mecanica hamiltoniana, debi-
do a que tiene en cuenta el movimiento del sistema,
ademas de ser independiente de su configuracion,
es mas coherente con las experiencias que vive en
primera instancia el ser humano cuando concibe el
movimiento independiente de la posicidn, en donde
tales experiencias tienden a ser perturbadas cuando
por primera vez se reduce el movimiento a un simple
cambio de posicion en el tiempo.

Caracterizado el sistema, definiendo el estado refe-
rente a las cualidades tenidas en cuenta, la construc-
cién de la funcién hamiltoniana que a su vez estaria
referida a la magnitud energia del sistema, por su
conservacién condujo a las ecuaciones de Hamilton
encargadas de la evolucion del sistema, de tal forma
que siempre permaneceria invariante esta magnitud.
La solucién de estas ecuaciones llevé a la necesidad
de utilizar los métodos numéricos que permitieron,
no solamente hallar las lineas de evolucién del esta-
do del sistema, sino también, junto con la geometria,
aportar al significado de las ecuaciones diferenciales
y a su solucién. Por la existencia de otra magnitud
invariante en la evolucion fue posible junto con el
hamiltoniano en el espacio de fases, saber la historia
completa y exacta de la evolucién del sistema, refle-
jdndose en caminos inscritos sobre superficies que
resultaban de proyecciones de hipersuperficies en el
espacio de fases tetradimensional, de esta forma fue
posible leer y analizar la dindmica del sistema.

En el momento de abordar la mecanica cuantica,
resulta evidente lo fundamental de la formulacién
hamiltoniana de la mecanica. Dirac, en su tratado
Principios de Mecdnica Cudntica, muestra cGmo una



amplia gama de sistemas cuanticos pueden ser tra-
tados por analogia con los sistemas clasicos hamilto-
nianos, donde la importancia de trabajar la analogia
con esta mecanica en especial radica, por un lado,
en poder obtener leyes y teoremas en la cudntica
gue sean generalizaciones de los resultados obte-
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nidos en esta perspectiva clasica, y por otro, en la
necesidad de conservar la estructura algebraica de
los corchetes de Poisson para crear objetos analogos,
los corchetes cuanticos, que cumplan esa misma es-
tructura, que permiten dar cuenta de las condiciones
cuanticas de estos sistemas en especial.
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