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Resumen

Mientras que la mecanica clasica estudia los sis-
temas fisicos como particulas o puntos matema-
ticos, hay otra forma de estudiar dichos sistemas
desde una mirada de sistemas dinamicos, esto
es,como un conjunto de partes que interactiian
entre si, este es el caso de la mecanica de Hamil-
ton. Esta forma de ver los sistemas fisicos ofrece
muchas ventajas sobre la perspectiva clasica,
porque permite hacer un analisis mas completo
del sistema por sus energias cinética y potencial,
y en muchos casos, a pesar de que es un proceso
detallado, puede ser una manera mas sencilla de
dar soluciones a los problemas que surgen en el
contexto de los sistemas fisicos.

Por eso, en este trabajo se explica de la forma
mas clara posible el método para solucionar un
caso particular desde la mecanica de Hamilton,
asi como varias representaciones graficas que
pueden ser Utiles para una mejor compresion
del caso.

Palabras clave: mecanica, sistema, sistema dinamico, siste-
ma fisico, energia, ligadura, variable de configuracion, vector

unitario, momento generalizado, potencial, campo vectorial,
espacio de fase

Abstract

While classical mechanics studies the physical
systems as a particles or mathematical points,
there is another way to study such systems under
adynamical systems perspective, that s, as a set
of parts which interact between them, this is the
case of the Hamilton’s mechanics. This way of
seeing the physical systems offers a lot of advan-
tages over classical perspective, because it allows
a more complete analysis of the system from its
kinetic and potential energies and in many cases,
even though it’s a detailed process, it could be an
easier way to provide solutions to the problems
that arise in the context of physical systems.

That's why in this work is explained in the clearest
possible way the method for solving a particu-
lar case from the Hamilton's mechanics, as well
as several graphical representations that can be
useful for a better understanding of the case.

key words: Mechanics, system, dynamical systems,
physical systems, energy, ligature, configuration variable,
unitary vector, generalized momentum, potential, vector
field, phase space
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Introduccion

La mecénica es uno de los temas mas estudia-
dos en los cursos de fisica, ya que sirven a los
fundamentos de muchas otras teorias. Una de
las perspectivas mas ensefadas de la meca-
nica es la newtoniana, o mecdnica cldsica, que
trata los sistemas fisicos como puntos mate-
maticos, de los cuales es suficiente conocer su
velocidad y posicién iniciales para predecir su
comportamiento.

Sin embargo, hay otras maneras de estudiar
los sistemas fisicos, una de ellas es la perspec-
tiva de sistemas dinamicos, es decir, ver todo
integrado, como un conjunto de partes relacio-
nadas entre si; este es el caso de la mecanica de
Hamilton, que se entiende como una reforma
de la mecanica clasica, que desempena un rol
fundamental en la construccién de soluciones
a las problematicas que se plantean en el con-
texto de los sistemas fisicos.

Al abordar la mecanica de Hamilton es
necesario pensar en ese conjunto de partes
que conforman el sistema para realizar su
caracterizacion; pero también es pertinente
identificar las condiciones que definen los
cambios de estado del sistemay las condiciones
en las cuales se dan estos cambios, es decir, hay
que establecer las condiciones dindmicas.

El presente articulo pretende, mediante la
solucién de un caso particular, dar a conocer
de una manera claray precisa el procedimiento
a seqguir desde la perspectiva de la mecanica
hamiltoniana, es decir, mediante los sistemas
dinamicos.

Descripcion del sistema

El siguiente sistema esta conformado por un
anillo de masa m que se desliza sin friccién por

un alambre de masa despreciable, este sistema
gira como se indica en la figura 1.

Alambre de masa
—> despreciable

4 Anillo de masam
4 \ 0 —>
/ \

I \

! )

I | CRER.

1 1 ,/ S

1 I

\ I 3

\ I

/ 3 Trayectoria en
: > laque gira el

alambre

~- -

Figura 1. Partes que conforman el sistema
y la direccion de su movimiento

Fuente: elaboracion propia

Caracterizacion del sistema

Para caracterizar un sistema se procede, en pri-
mer lugar, a identificar sus partes moéviles; para
esto es fundamental diferenciar entre las partes
que pueden ser consideradas componentes
del sistema, aquellas que actian como meca-
nismos de interaccién entre si, o las que son
mecanismos de restriccion del movimiento,
las cuales se suponen con masa despreciable;
de esta manera se lograra establecer cuales
son las componentes méviles del sistema para
realizar su analisis dindmico. Para este caso, la
parte movil del sistema es el anillo de masam’.

En segundo lugar, el sistema también se com-
pone de un marco de referencia desde el cual
se va a realizar la observacion, que para este
caso sera la Tierra. Luego, se deben estable-
cer las restricciones a las que esta sometido el
movimiento del sistema; por consiguiente, es
necesario determinar las ligaduras del sistema
y, con ello, especificar los grados de libertad,
para el caso que nos ocupa, el movimiento se

1 Notese que el nimero de variables de configuracién concuerdan con
el namero de grados de libertad del sistema.



restringird al plano x, y y el limite de desplaza-
miento del anillo sera la longitud / del alambre.

Los grados de libertad del sistema hacen
referencia al nUmero de movimientos indepen-
dientes en los cuales se puede descomponer
un movimiento arbitrario, o también al nUmero
de variables independientes con las que se
puede especificar la configuracion del sistema.
Entonces, se habla de un movimiento indepen-
diente cuando se refiere al movimiento angular
del alambre respecto al marco de referencia, y
es dependiente cuando el anillo se desliza por
el alambre, ya que, este movimiento depende
estrictamente del desplazamiento del alambre
(tabla 1).

Tabla 1. Sintesis de la caracterizacion del sistema

Partes moviles m

Marco de referencia
para movimiento y |LaTierra
configuracion

El movimiento se va a res-
Restricciones o liga- |tringir al plano.

duras El limite de desplazamiento
del anillo es L.

Movimientos  independien-
tes: movimiento angular del
alambre respecto al marco

Grados de libertad de referencia.

Movimientos  dependientes:
desplazamiento de m res-
pecto al alambre.

Fuente: Elaboracion propia

Configuracion del sistema

La configuracién de un sistema es la posicion
de las particulas que lo componen en un ins-
tante de tiempo determinado, para describir el
sistema es indispensable definir las variables, el
movimiento de sus particulas y su posicion. En
este caso, las variables de configuracién del sis-
tema son (r, 0), ya que son suficientes para saber
la posicion de la particula movil del sistema si

Estudiantes
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se requiere (figura 2), los posibles valores que
puedan tomar estas variables representan los
diferentes estados de configuracion.

En cuanto al movimiento del sistema, este se
restringe al plano, por lo que se puede realizar
una representacién grafica que permite hacer
un analisis vectorial del caso, como se observa
en la figura 2, donde se ubica un plano carte-
siano con origen en el centro de la trayectoria
circular que describe el alambre, el cual sirve
de referencia.

— . .

r1 = radio vector que va desde el origen del
planoy representa una posicion inicial del ani-
llo a lo largo del alambre.

»3 = radio vector que va desde el origen del
plano y representa una posicién posterior del
anillo a lo largo del alambre.

0 = describe el angulo que se forma entre T
y la horizontal del plano cartesiano (eje x en
sentido positivo).

dO =Variacion del angulo 6 en el tiempo.

// 'd7: S
/ v \
/ ' \
! 6 \
! L \
‘ !
________ R . ——
- !
\ | !
\ ' /
\ : /
\ : /
S : /’
\\ - //

Figura 2. Diagrama de variables
de configuracion del sistema

Fuente: elaboracion propia
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Como se puede apreciar en la figura 2, hay
un vector dr que representa el desplazamiento,
tanto lineal (a lo largo del alambre), como
angular del anillo en el tiempo, que es arras-
trado por el alambre en su trayectoria circular.
Como ya se menciond, este vector posee dos
componentes: uno lineal, al cual se le asocia la
variable de configuracién ry otro angular, al
cual se le asocia la variable de configuracion
6. Estos componentes se pueden expresar de
la siguiente manera haciendo uso de la nota-
cién vectorial:

d,(0) =rdod (1)

Esta es la componente angular del vector
. —> . .z
desplazamiento dr, en la direccién en la que
varia 6, representada por el vector unitario 6.

Ahora,

&) =drt (2)

Esta es la componente lineal del vector des-
. —> . .z ,
plazamiento dr, en la direccién en la que varia
r, representada por el vector unitario r.

Por tanto, el vector desplazamiento total es
la suma de estas dos componentes, que queda
expresado de la siguiente manera:

dr =rd08 +dr# (3)

Estado de movimiento

Asi como es necesario definir variables para
poder hablar de la configuracién de un sis-
tema, también, es pertinente determinar las
variables que caractericen el estado de movi-
miento. Estas variables dinamicas (en el caso
de movimiento) se conocen con el nombre
de momentos generalizados y representan los
movimientos independientes del sistema.

La expresiéon matematica general para estos
momentos generalizados de un sistema se
puede enunciar como sigue:

Pidq; = Ziﬁiﬂij 4)

Donde el subindice i corresponde al nimero
de variables de configuracion del sistemay j
corresponde al nimero de particulas moviles
del sistema. Para este caso, i=1;j=r, 6; por
tanto, el nUmero de momentos generalizados
de un sistema también coincide con el nUmero
de grados de libertad del mismo.

En este caso, habra un momento generali-
zado para la variable ry otro para la variable 6,
los cuales se hallaran a continuacion:

Conj = rsetiene...

P.dr = ﬁ.dj(r) (5)

En este punto hay que recordar la definicion
clasica de momento, ya que es la Unica variable
en la ecuacién (5) que aun no se ha definido,
el momento viene dado por el producto de la
masa y la velocidad de la particula, asi:

P=mv (6)

Reemplazando la ecuacion (6) en la ecuacion
(5), se tiene,

P.dr = mb.d,(r)

En general, la velocidad se puede expresar
como la derivada de la posicién con respecto al
tiempo, por lo que la anterior ecuacion tomaria
la siguiente forma:

—

dr

dt-dr(r)

Pdr =m

()



Pero hay que recordar que la posicién o des-
plazamiento es un vector que tiene dos com-
ponentes, como se pudo observar en el andlisis
vectorial hecho anteriormente; reemplazando
la ecuacion (3) en la ecuacién (7) se obtiene:

ae .. dr
B.dr =m (—9 )drr

d ®)

P.dr = rdr—H/j— dr/
©)

Una vez se obtiene el producto que esta indi-
cado en la ecuacién (7), el término del lado
izquierdo en la suma se anula, ya que la mul-
tiplicacién de dos vectores unitarios distintos
es cero, por ser éstos ortogonales entre si, en
cambio el término de la parte derecha de la
suma permanece, ya que la multiplicacion de
dos vectores unitarios iguales es igual a 1.

Dicho esto, la ecuacion de momento genera-
lizado para r, toma la siguiente forma:

dr
B.dr = mdr s

Al despejar P, la ecuacién queda de la
siguiente forma:

dr
Mt

Para simplificar la ecuacion, utilizamos la
siguiente notacion:

B.=mi (10)

Esta es la componente de momento lineal del
anillo en direccionr.

Pre-Impresos 9
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Hasta aqui hemos hecho el analisis conj =r,
ahora realizaremos el analisis con j = 6, rees-
cribiendo la ecuacién (5) como sigue:

Ped0 = P.d.(0) (11)

Reemplazando (6) en (11), la ecuacion toma
la siguiente formay se realiza el procedimiento
hecho para la variabler:

Ppd6 = m#.d,.(0)

podo = m% d,.(6)
] _mdt. 7

Pyd = (d9§+dr“) 466
pd6 =m(r— ).

1 0
Pyd6 —m(rded—Hé §+rd«9ﬂ“ )
6ab = dt dt/)

Debido a los productos punto entre vectores
unitarios, en este caso solo permanece el pri-
mer término de la suma:

Pydo 2d6 L
= mr —_—
0 dt

Al despejar P, la ecuacion queda finalmente
de la siguiente forma:

P —_
0 = mr e

Para simplificar la ecuacion, utilizamos la
siguiente notacion:

Py =mr?0 (12)

Esta es la componente de momento angular
del anillo en direccion 6.
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Energias

El concepto de energia ha evolucionado y
es muy dificil definirla de forma general, sin
embargo, en la mecanica de Hamilton se hace
un analisis energético de los sistemas de parti-
culas, para lo cual se abordan dos de las formas
fundamentales de energia: cinética y potencial.

Energia cinética

La energia cinética es la medida del cambio
gue experimenta el sistema cuando varia su
movimiento y depende de su velocidad. Mate-
maticamente se puede expresar de la siguiente
manera:

Esta es la ecuacion clasica de la energia ciné-
tica, pero como se esta haciendo referencia a
un sistema de particulas, se escribe como la
sumatoria de las energias cinéticas de las par-
ticulas méviles del sistema.

En este caso, el nUmero de particulas méviles
es 1 (anillo de masa m), por tanto:

n=1

Luego, la ecuacién (13) toma la siguiente
forma:

T = 2myvd
—2M (14)

Se puede usar la definicion del vector despla-
. —> .
zamiento dr, para hallar la velocidad, ya que,
por lo general, se puede escribir la velocidad
como la derivada de la posicién respecto al
. , . —>
tiempo; asi, al derivar el vector dr respecto al
tiempo, se obtiene:
dr e . dr

EZTEQ-F ET

Con esto, ya se tiene una expresion para la
velocidad de la particula, que es:

D =100 + i

Dado que la velocidad es un vector, se debe
hallar su magnitud para poder operarlo como
un numero. Recordemos que la magnitud o
modulo de un vector es la multiplicaciéon del
vector por si mismo, en este proceso permane-
cen los productos punto del vector, quedando
finalmente asi:

vl = ((r600) + G7)  (15)

Ya que los productos cruz se anulan, porque
el producto de dos vectores unitarios perpen-
diculares entre si es igual a cero:

00 x 7= 0

Recordemos que el producto entre dos vec-
tores unitarios iguales es igual a 1. Ademas,
hay que tener en cuenta que en la ecuaciéon
(14) la velocidad esta elevada al cuadrado
y que por comodidad se habia excluido del
procedimiento.

Por ultimo, elevamos la velocidad al cua-
drado y la ecuacion (15) queda expresada asi:

v=[r?602+7% (16)

En este punto esimportante senalar que en la
. —> 7 o
magnitud del vector v’ estan contenidos todos
los posibles movimientos del sistema.

Teniendo la magnitud del vector velocidad
se puede reemplazar la ecuacién (16) en la
ecuacion que define la energia cinética (14) y
operar. Obtenemos:

T = %m[rzéz +72]



Por tanto, la ecuacion para la energia ciné-
ticaes:

1 24 -2
T—Z[mr 6% + mi?] (17)

Pero como se mencioné en la configuracion
del sistema, existen unas variables que carac-
terizan el estado de movimiento del sistema
llamadas momentos generalizados, asi que es
necesario expresar la energia cinética en térmi-
nos de dichos momentos generalizados (10) y
(12) que, recordemos, son los siguientes:

Py = mr260

B. =mr

De estas ecuaciones se despejan las variables
0y 7,ya que, son las que se pueden reemplazar
en la ecuacion (17):

Do

mrz (18)
B
m- " (19)

Se reemplazan estas variables en la ecuacién
(17)

Haciendo las simplificaciones correspondien-
tes en cada término de la suma, entonces:

(e )+ ()

Por ultimo, tomando m como factor comun
de los dos términos, se obtiene la siguiente
ecuacion para la energia cinética:

)+ @] o

1

2

1
T 2m

Estudiantes

Pre-Impresos 9

Energia Potencial

La energia potencial es la aptitud que tiene un
cuerpo para realizar un trabajo en virtud de su
posicion o de su configuracion y se expresa de
la siguiente manera:

LI
AUz_z'fﬁneta-d—rL)
o Q1)

Estd expresada por menos la sumatoria de las
integrales de los trabajos realizados por las par-
ticulas que componen el sistema, multiplicadas
por el diferencial de desplazamiento. En este
caso, la sumatoriavadesde i =1 hasta 1, ya que
solo se toma como particula moévil el anillo de
masa m y los limites de la integral seran desde
una configuracién 1 a una configuracion 2.

Para saber cual es esa fuerza que estd en la
integral, se puede tomar la definicién general
de fuerza (F = m. a), y con esta hacer un analisis
de las fuerzas que interactian de manera indi-
vidual sobre el sistema, para asi poder explicar
los trabajos realizados por cada una de ellas.

Primero, se analiza la fuerza existente en el
anillo, debido al movimiento angular del alam-
bre, el anillo experimenta una aceleracién, la
cual corresponde a una aceleracioén centripeta
y puede escribirse como:

Reemplazando este término en la definicién
general de fuerza tenemos:

172

Ya que la energia potencial es la capacidad de
generar trabajo, se puede escribir dicha ener-
gia en términos de trabajo, reemplazando la
ecuacion (22) en la ecuacion (21) se obtiene:

1
2 2
W, = m—.dr
4 1 r
i=1

(23)
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Ahora, se debe escribir de manera explicita
el diferencial dr, el cual esta descrito por la
ecuacion (3):

- 2
v o
W, = Ef m=—+.(rdgf + d,?)
=171

Se puede sacar la variable m de la integral,
ya que representa la masa del anillo, la cual es
constantey se realiza la multiplicacién indicada
en la integral asi:

0 1

2 = 2
W, =3hym (%rddf”.@)) + (”Tdr(f. f))

Recordando la regla de producto punto entre
vectores unitarios que se ha utilizado en los
procedimientos anteriores, solo permanece el
segundo término de la suma:

22
W, = mf (—dr)
L\ 7

Como vemos, dentro de la integral aparece
una velocidad al cuadrado, aqui reemplazamos
la ecuacion (16) en la ecuacién anterior:

2 (32 4 2p2
lemf —|dr
1 r

Recordando las ecuaciones (18) y (19), se
escribe todo en términos de los momentos
generalizados asi:

2 PZ
1 rm

Se puede sacar la variable m?* de la integral,
ya que es constante y se opera con la variable
m que ya se encuentra afuera de la integral:

N
Wy=—|[ | T+—=]dr
mj; \ 7 r

PQZT'Z
— = |dr
mer

Por propiedad de las integrales, se puede
repartir la integral en los dos términos de la

Suma
1 2Pr2 ZPQZ
W; =— =—drsal——dr
m\J, r a0

Como los momentos también son constantes,
se pueden sacar de cada una de las integrales
y operar:

1( , (%1 , [*1
W, =—| B —dr + Py —dr
m 1 T 1 T

Por ultimo, solucionando las integrales, la
ecuacion para la energia potencial toma la
forma:

Py?

F) (24)

w—1 P21
1_m 7 nr

A continuacién, se analizara el trabajo reali-
zado por el peso del anillo.

mg /
/

Figura3. Diagrama de variables
de configuracion del sistema

Fuente: elaboracion propia

El trabajo realizado por el peso del anillo se
puede escribir como:



Teniendo en cuenta que el movimiento es
circular, el peso tendra dos componentes en la
mayoria de puntos de su trayectoria; ademas,
el peso es un vector, el cual se puede descom-
poner facilmente tomando el angulo 6 que se

— .
forma entre r1'y la horizontal del plano (figura
3).

Descomponiendo esta fuerza (el peso) en sus
dos componentes, y recordando la definicion
—5> .
del vector dr, podemos escribir:

W, = f[mg(sin 0)8 + mg(cos 0)7] (rdgd + d,+)

Se puede sacar el peso como factor comun
de la integral:

W, = mg f[(sin 0)8 + (cos 0)7] (rded + d,+)

Se realiza la multiplicaciéon indicada en la
integral, en este paso hay que tener en cuenta
una vez mas las propiedades de los vectores
unitarios, que se han explicado en los procedi-
mientos anteriores, por esto, al realizar las ope-
raciones entre ellos permanecen los siguientes
términos dentro de la integral:

W, = mg U(sin rdy + f(cos H)dr]

Quedando una integral sencilla de resolver;
es evidente que su valor es cero, como se com-
prueba a continuacién:

W, = mg[—r(cos @) + r(cos 6)]

WZZO

Por ultimo, la energia potencial total del sis-
tema se puede escribir como la suma de las dos
energias halladas anteriormente:

AU = _(Wl + Wz)
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Pero como el segundo término es igual a cero,
la energia potencial del sistema queda definida
por la ecuacién (24), hallada anteriormente:

1/, Py?
AUZ_E Pr 11’17’-m

El hamiltoniano del sistema

Recordando que la mecanica de Hamilton hace
un analisis energético del sistema, su valor es
obviamente la energia total de dicho sistema'y
esta descrito por la suma de las energias poten-
cial y cinética; por esto se hallaron en detalle
anteriormente.

La expresién matematica que describe el
hamiltoniano es:

H(6,7,Py,B) =T +U (25)

Como se puede ver, el hamiltoniano esta
escrito en funcion de las variables de configu-
racion que se definieron al inicio y es la suma
de la energia cinética, representada por la letra
Ty la energia potencial, por la letra U; en este
punto simplemente se reemplaza la ecuacién
(20) asociada a la energia potencial y la ecua-
cion (24) asociada a la energia cinética en la
ecuacion (25)

1 [(Py? 1 Py
H(O,7,Pg, B) = ﬂ[(r_z ) + (Prz)] - E(Prz Inr—--7

. 1
Por comodidad, se puede sacar (E) como
factor comun de toda la suma:
1 [sz P2 sz]
4

—|=5+—-PB’Inr +-—;
m

GO Rt el 4r

Se suman los términos semejantes y resulta
la siguiente expresion:

2
O G R A G | P

"
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Ecuaciones de Hamilton

Describen la evolucién temporal del sistemay,
para hallarlas, se procede a derivar parcialmente
el hamiltoniano, descrito por la ecuacion (26),
con respecto a cada una de las variables de
configuracion.

Matematicamente, estas ecuaciones se escri-
ben en una matriz columna de la siguiente
manera:

oH
or
oH
=1 %1 @
P
OH
P,

SRS
|

Se procede a realizar las derivadas parciales
de la columna derecha de la ecuacién (27):

Derivada 2

ar
P_OH_(’) 1P2 2r2 +1 +P2<1 1 )
" or or\m|? 472 r 7"

Esta es una derivada sencilla, como se esta
derivando con respecto a r, el primer término
de la suma se deriva como un cociente y el
segundo como una resta:

p _OH _1[,,(16r"—16r"—8r +P2< 1)
T or m|? 1614 T r

P_OH_IPZ(—8r> B’
" oar ml| % \16r* T

Se simplifican los términos que se puedan
simplificar y se saca el signo negativo de la
ecuaciéon por comodidad:

p 0H_ 1 Py’ B’
T 2r3 r (28)

T 0m

Derivada 22

a0
p _0H 0 1P2 2r2 +1 +P2<1 1 )
=36 " ao\m| ? \ arz r\z— "

Como la ecuacién que describe el hamilto-
niano no contiene la variable 6, la ecuacion se
toma como una constante, recordando que la
derivada de una constante es cero, entonces:

“30 " (9

0H

5
., _OH 0 1P22r2+1 +P2<1 | )
"=9r T op \m|? \ T4z r\z7

Esta derivada también es muy sencilla, ya que
el término P solo esta en el segundo término
de ecuacion y se deriva como un producto:

Derivada

2w

Derivada 2
dPg

9._6H_ a0 (1 p.2 2r2 +1 +P2<1 1 )
~op, oPg\m| ® \ " 4rz i G

Al igual que la derivada anterior, el término
P, solo esta en un término de la ecuacion y se
deriva como un producto:

5 _OH 2Py (2741
T 0Py m \ 4r? (31)

Organizando en la matriz lineal (27) los tér-
minos correspondientes a cada una de las
derivadas parciales halladas anteriormente, se
obtiene la siguiente matriz:



L | GlemG-nn)

A 2P, (2r2 + 1

b |- <W9<}r2 >> (32)
4 | (-aiz2)

0

Potencial efectivo

El potencial efectivo es una manera de reformu-
lar la energia potencial de un sistema dindmico,
de modo que hay una reduccién en el nUmero
de dimensiones. Ya que la derivada parcial que
nos dio cero fue Pg, podemos decir que las cons-
tantes de este sistema dinamico son la masa del
anillo my P, Para graficar el potencial efectivo,
tomamos el primer factor de la ecuacién (26)
que describe el hamiltoniano

Uefectivo =

P2 (2r2+1
m

4r? ) (33)

Graficaremos estas potencias para distintos
valores de P,, dandole un valor arbitrario a la
masa del anillo, la cual sera m = 0,5 kg. Con
estos valores se obtiene la siguiente figura:

Figura 4. Potencial efectivo para distintos valores de P,
con una masa constante

Fuente: elaboracion propia

Para hallar el maximo o minimo de esta fun-
cion, considerando P, =1y m = 0,5 kg, procede-
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mos a reemplazar estos valores en la ecuacién
(33) y resolvemos por el método de la segunda

derivada:
12 (2r2 +1
Uefecl:ivo = E 412

Derivando con respectoar:

1
v =2(~55)
Simplificando,
, 1
Ve==13 (34

Para que U’, sea cero, r tendria que tomar
valores muy grandes, por tanto, no hay un
minimo en la funcién y el maximo valor para r
es la longitud del alambre.

Diagramas de fase y campos
vectoriales

Como ya se menciong, el estado mecanico del
sistema esta definido por los valores que tomen
las variables de configuracién y de movimiento
en un momento dado; al decir que el sistema
cambia de estado, implica que los valores de
las variables que lo definen también cambian.

Al espacio definido por las variables de con-
figuracion y las variables del movimiento del
sistema, lo denominaremos espacio de fase del
sistema.

La evolucién del sistema, por su parte, esta
representada por una curva del espacio de fase,
el conjunto de curvas que representan la evolu-
cién del sistema se denomina diagrama de fase.

Para ver la evolucidn del sistema, se grafica-
ran los resultados que se derivan de la conser-
vacion de la energia y de P, en el espacio de

13
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fase 4-dimensional definido por las variables
(0,1, P, P).Teniendo en cuenta que para nues-
tro sistema P,= 0, el hamiltoniano del sistema
qgueda de la forma:

17 ,/1
H(O,r,Py =0,B.) = E[Pr (5_ 1nr>]

Como la energia se conserva, entonces la
grafica que representa la evolucion del sistema
debe estar contenida necesariamente en la
hipersuperficie dada por H(0, , P,P.) y en el
plano definido por P,= 0. Esto quiere decir que
la proyeccion de la curva evolucién del sistema
sobre el espacio definido por (6, 7, P, P) estara
sobre la grafica contenida en el plano P,= 0 o
en el plano (P,.). Para poder graficar la curva
de evolucion del sistema despejamos P_de la
ecuacion (35):

=2l )

=12 (£227)

2mH _p2
1—2lnr 7

R

Nuevamente damos valor a la masa, m= 0,5
kg:

t (=zmr) = 37)

S o e S i || ‘-l 234567 811ILL111718

Figura 5. Curva de evolucion del sistema para P,= 0

Fuente: elaboracion propia

Si, por el contrario, P,#0, la curva de evolu-
ciéon del sistema estara sobre la misma hiper-
superficie H(0, r, P, P.) pero su proyeccion
estara sobre el espacio definido por (7, P, P).
Despejamos P, del hamiltoniano (ecuacion 26):

1| ,(2r2+1 2 (1 ]

H = E Py 42 + P, (5 —In 7”)_
,(2r*+1 5 (1 ]

mH = | Py o + P. (E—lnr>_

,[(2r*+1 5 (1 T
mH — Py =[Pr (5—1nr>

472

2 Y\ I
1—2Inr| " . 472 T




Nuevamente damos valor a la masa, m=0,5

(39)

Para graficar un campo vectorial en el espa-
cio de fase, utilizamos las derivadas parciales
expresadas en la ecuacioén (32). En principio,
el espacio de fase para este problema pre-
senta cuatro dimensiones: dos asociadas a la
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configuracion y las otras dos al movimiento.
Sin embargo, observamos que la derivada
P(,:O,esto quiere decir que P, es una constante
de movimiento. Por tanto, las ecuaciones de
Hamilton se reescriben de la siguiente forma:

H(rﬂpr) = E

! Py? (22:; 1) + B2 (% —In r)]
. (e G

P

-l (40)

— 3

Figura 6. Curvas de evolucion del sistema, desde diferentes angulos de percepcion,

cuando P, es distinto de cero

Fuente: elaboracion propia

Como podemos observar, se redujo de cua-
tro a dos el nUmero de ecuaciones en la matriz,
estas son ecuaciones diferenciales acopladas,
las cuales se tendran que resolver posterior-
mente. La representacion de este sistema de
ecuaciones en el espacio (7P ) surge de consi-
derar estas ecuaciones en forma finita, esto es:

-G %[(ZPT) (% ~ )| (41)

5 4B _
T ode 2r3

_] (42)

Estas ecuaciones informan cudl es el incre-
mento de (7, y P.), estando ubicados en el
estado mecanico de coordenadas (,P,) del

espacio de fase. Por tanto, el siguiente estado
estara dado por (r + A, P+ AP)) y asi sucesi-
vamente. De modo que para cada valorde 7, P,
tenemos una linea dirigida o vectores que en
conjunto representan un campo vectorial.

De nuevo, asignamos el valor m=0, 5, para
P,=0yse reescriben las ecuaciones (41) y (42)
asi:

2 fano )
Ar = (% [(ZPT) (% —1In r)]) At
= (0_15 [2r) (% ~inr)[)ac 43)

15
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Por otro lado,

AP, = ( B’ )At
) = (-
0.5r (44)
Esta es la representacién de las ecuaciones
de Hamilton en el espacio de fases; sin haber-
las resuelto, son un campo vectorial hamilto-

niano. Este campo queda representado de la
siguiente manera:

i e eenetenenes
i/ VPR bt atal ol of od ol oy
J J & PR i al ke ut at et ot o ul gt ol
J PP gt af ol ot ot b s cabast on
1 P2 2wt ut at ot st ot ot b ot ot og
j (VGG < o et R e TS B B o
J /‘//‘/4/1——'&-‘(—'&4—'4—'4—-4—4-@—(——

P e
L
o L e

)
)
)
)
1)
\
\
\

J
;
/./:/(4/««-"

//‘/r./v-—e-'g—-o-'o-ﬂo-—v—t—v—o-o—-
NSt N o e e e

Pl el ot e 2 =3 =3P YP =P =P = b =P = 70—
Vo« &« N TR S S —
-l.;///[ ik e e i d
SWLL L LN N e e e e
A A B T o i e i i

Figura 7. Campo vectorial conformado por , P,

Fuente: elaboracion propia

El campo de pendientes que ilustra la figura
7 nos dice en qué direccion evolucionaria el
sistema; esta estructura no es otra cosa que
las soluciones a las ecuaciones diferenciales
de nuestro problema.

Si se grafica la evoluciéon temporal del sis-
tema, podria decirse que la mejor hipersuper-
ficie que representa esta situacion correspon-
deria a la conformada por un cilindro, como se
ilustra en la figura 8.

Dentro de la hipersuperficie observada en
la figura 8 estan descritas todas las posibles
trayectorias del anillo, ya que no hay una sola
pues para un determinado € se pueden dar
todos los posibles r, siempre y cuando no se
salgan de este espacio de configuracion.

Figura 8. Hipersuperficie que representa el espacio de
configuracion del sistema

Fuente: elaboracion propia

Conclusiones

De una u otra forma nos han ensefiado que la
mecanica, en fisica, estudia el movimiento de
los cuerpos a partir de las fuerzas que actidan
sobre ellos, asemejando el Universo a un gran
mecanismo sometido a reglas que podemos
conocer y mediante las cuales es posible pre-
decir en mayor o menor medida cémo sera el
Universo en el futuro. Aunque la preocupacion
de la mecanica no es simplemente determinar
la acciéon que ejercen las fuerzas sobre los cuer-
pos, o el origen de estas, se debe establecer,
como propdosito general, reglas comunes que
cumplan todas esas fuerzas vy, asi, determinar
como se moveran los objetos.

Podriamos decir que cuanto mas detalladas
y estructuradas sean las reglas que podemos
establecer al movimiento de los cuerpos, mejor
se podra entender su comportamiento y evo-



lucion. En otras palabras, cuanto mas riguroso
sea el analisis matematico de un problema,
mejor sera su resultado. Entonces, la perspec-
tiva de Hamilton, nombrada por muchos como
mecdnica analitica, trasciende la mecanica de
Newton en el sentido en que propone solu-
cionar los problemas mecanicos considerando
magnitudes distintas y escalares como la ener-
gia cinéticay el trabajo.

Por ello, al abordar el caso particular de la
mecanica que presentamos en este articulo, la
perspectiva de Hamilton nos permite desglo-
sar el problema de una forma mas rigurosa, de
alli que resulte un procedimiento éptimo para
la solucidn de situaciones de la mecanica. En
primera instancia, porque nos exige identificar
y diferenciar las partes moviles del sistema,
haciendo la distincién entre componentes y
ligaduras. Por otro lado, requiere que se esta-
blezca un marco de referencia del cual se parte
para analizar el sistema. Y, por ultimo, hay que
observar qué movimientos pueden hacer las
partes méviles ya establecidas, esto es, definir
los grados de libertad del sistema.

Como se puede ver, la mecanica de Hamilton
requiere de un trabajo mas sensible al dividir
y estudiar el problema desde su parte mas
pequena. Pero asi como la teoria de la Ges-
talt plantea que “el todo es mas que la suma
de las partes’, se podria afirmar que desde la
mecanica de Hamilton “el sistema es mas que
la suma de sus componentes’, todas las partes
de un sistema existen y adquieren un signifi-
cado cuando se estudia su interaccion, ellas no
existen por si solas, aisladas.

Estudiantes
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Para terminar, quisiéramos compartir los
siguientes cuestionamientos y consideraciones
gue nos surgieron una vez intentamos darle
solucion a este problema particular:

+ ;Qué pasaria si consideramos la fricciéon
en el sistema, es decir, si el alambre ejer-
ciera una fuerza sobre el anillo que le
impidiera deslizarse libremente?

+ ;Qué tratamiento habria que considerar
si se tuviera en cuenta el movimiento
rotacional del anillo sobre el alambre, es
decir, si el eje de rotacién del anillo fuese
el alambre?

L

Figura 9. Anillo que se desliza sobre un alambre y al
mismo tiempo gira sobre su propio eje

Fuente: elaboracion propia
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ACERCA DE LA SERIE PRE.-IMPRESOS

La serie Presimpresos Estudiantes es un proyecto de la
Facultad de Ciencia y Tecnologia (rct) de la Universidad
Pedagdgica Nacional que divulga a través de la comuni-
cacion escrita la produccién intelectual de los autores,
destacando sus experiencias y reflexiones respecto de
los temas inherentes a sus campos disciplinares especi-
ficos y su enseflanza. Por tanto, configura un espacio de
visibilidad y reconocimiento publico del trabajo de los
maestros en formacion y en ejercicio adscritos a la Fcr.

La escritura en el ambito de las ciencias
y la tecnologia

La comunicacion es un aspecto fundamental de los
procesos de cognicién que construye relaciones de
fuerza e identificacién entre las personas y define el
lugar de cada individuo en un grupo. Asi, toda relacién
social se funda en el intercambio de ideas, pues cuando
hablamos y escribimos también damos forma al mundo.
Por tanto, la conformacidén de comunidades académicas
tiene un caracter social y comunicativo, proceso en el
que la palabra escrita contribuye a la socializacion de las
ideas; dado que, la comunicacién de la ciencia se realiza
en lengua natural.

(Qué es un impreso?

Los Pre-impresos son una publicacion previa que se
utiliza en las comunidades académicas para difundir el
trabajo de sus miembros, contribuir a la formacion de
futuros investigadores y apoyar la cualificacién de sus
procesos escriturales.

Origen

Este proyecto editorial también constituye un espacio
académico de formacidn y cualificacién docente, que se
inspiré en un trabajo similar que realiza el grupo Fisica y
Cultura del Departamento Fisica de la FcT, con trabajos de
profesores, desde principios de la década de 1990, con
el fin de promover la circulacién de las ideas de los pro-
fesores adscritos a este grupo de investigacion.

Objetivos

Presimpresos Estudiantes promueve el fortalecimiento
de la actividad académica en dos dimensiones; como
proceso de formacién escritural de los futuros maes-
tros de ciencias, matematica y tecnologia, y como inicia-
tiva editorial que se traduce en una publicacién seriada
que divulga la produccién intelectual de los estudiantes
de laFcr.

El caracter del proceso realizado y el acompafamiento
escritural que se brinda desde el proyecto hacen de
esta experiencia una actividad académica de formacion
docente, con proyeccion en la practica pedagogica e
investigativa que contribuye a:

+ Apoyar los fines misionales de la Universidad de
investigar, producir y difundir conocimiento pro-
fesional docente, educativo, pedagogico y didac-
tico, ademas de propiciar una interaccion con la
sociedad para aportar a la construccién de nacién.

+ Propiciar una mayor consciencia linguistica, al
poner de relieve la relacién entre ciencia y lenguaje
en el proceso de construccion textual, que requiere
el desarrollo de la capacidad discursiva y habilida-
des comunicativas.

- Fortalecer la comunidad académica de la Facul-
tad, al visibilizar las lineas de trabajo de los gru-
pos de investigacion de las diferentes unidades
académicas.

Caracteristicas

Pre-Impresos Estudiantes es un proyecto institucional de
caracter extra curricular en el que pueden participar los
estudiantes de los diferentes programas de la Facultad
que quieran vincularse, ya sea, de manera individual o
en grupo. El proceso de acompanamiento que se brinda
exige compromiso y disciplina de los participantes, para
la cualificacién de su proceso escritural. Los temas a
trabajar pueden cobijar una amplia gama de aspectos
relacionados con las disciplinas —las ciencias, la mate-
matica, la tecnologia— y su ensefanza, asi como, con
la educacion en general, ya sean reflexiones de caracter
epistemoldgico o pedagdgico, entre otras posibilidades.

Se puede participar con un amplio tipo de formatos
de escritura, como por ejemplo: articulos, ponencias,
modulos didacticos, cartillas, ensayos, crénicas, expe-
riencias de aula, diarios, informes de investigacién, por
solo mencionar algunos. El proceso de elaboracién, edi-
cién y publicacion final de cada documento se ajusta
al tiempo requerido por los autores para culminar esta
labor. La publicacion se hace en forma de cuadernillos
monograficos en formato digital e impreso. La convoca-
toria es permanente.
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