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Resumen

Se toma una definicion como eje y se analizan dos tipos de inmersiones. La primera es por
medio de definiciones que se construyen a partir de la definicion eje y la segunda es variando los
espadios sobre los que se ha construido la definicdon. En este trabajo se muestra la inmersion
oconcepto lineal para la definicién de limite.
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Abstrac
I take a definition like axis and analyze two kinds of inmersions. The first is for the definitions
that use the axis-definition and the other is to changing the spaces where the definition is induded.
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Se entiende por inmersion concepto-lineal al desarrollo tematico con un concepto que funciona
como €je y que permanece constante. En nuestro caso estamos interesados en analizar dos tipos
de inmersiones para un concepto- eje. La inmersion por definiciones y la inmersion por espados.

La primera de las inmersiones consiste en tomar una definicion y luego enundiar definidones
que la utilicen. Esto tiene como objetivo permitir analizar la definidon contrastada con las otras. En
este trabajo se presentara la definidon de limite de una fundén, como definiciéon eje, junto a
definidones secundarias de continuidad, derivada e integral definida, que no podrian existir sin la
definidon de limite. Se intenta que el formador, ademas de preocuparse por la definidon en si, sea
capaz de reconocera en otras definiciones mas complejas. En el caso particular de la derivada y la
integral, es necesario verlas como limites para evitar la simple manipulacién y el simple calculo, asi,
aparte de estructurar mejor el concepto de limite al verlo actuando como derivada o integral,
también entendemos mejor las otras definiciones. Esto quiere contribuir a evitar la inconexidad en
el estudio de las matematicas. Las definidones aisladas tienden a debilitarse y a generar
inquietudes que aunque interesantes no aportan en el arecmiento disciplinar. El conodmiento del
formador debe abarcar las relaciones entre definidones, esto le permitira construir un discurso
ooherente y ordenado. Una vision de las definiciones que pemmita ir de la esencial a la mas
compleja nos da daridad y coherenda. Si se logra analizar con detalle las definicdones podremos
terminar viendo la continuidad, la derivada y la integral como versiones de mayor complejidad del
oconcepto de limite.
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La segunda de las inmersiones consiste en analizar la definicién y variar los espacios donde se
analiza. En nuestro caso particular, de la definicion de limite de una fundén, hacemos variar los
espadios donde esta definida la funcién. Iniciamos con fundones definidas sobre espacios
topoldgicos, luego espacios métricos, después espacios normados, y por ultimo espacios
vectoriales. En esta parte las posibilidades de analisis son mayores. Podriamos induso pensar que
son inagotables, pero justo este tipo de razonamientos permite ampliar la vision, fortalecer el
oconcepto y construir un discurso pedagégico con un gran impacto positivo en el arecimiento
intelectual de los estudiantes, objetivo final del trabajo con formadores. Se intenta aprovechar el
desarrollo conceptual de los formadores y poner a prueba un modelo de aprendizaje que resalte el
significado a partir de propiedades y comportamientos en diferentes espados y sentidos. Un
aprendizaje basado en lo global que por medio de los conceptos centrales genere conocimiento (il
y contextualizado que permita aplicaciones y modelado.

La siguiente es la propuesta de la inmersion concepto-lineal por definiciones, del concepto de
limite de una fundon de valor real y varable real. La primera parte esta conformada por las
definidiones de limite, continuidad, derivada e integral definida. La segunda parte es un grupo de
preguntas que intentan cumplir el objetivo de estrudturacion del concepto de limite a partir de
definiciones de las que forma parte.

Inmersion concepto-lineal del limite de una funcién por definiciones.
Parte 1. Definidones a analizar:
1. Definicion de limite de una fundon.
El simbolismo: lim,._., f(x) = A significa que para todo £>0, existe >0, tal que:
If(x) — Al < esiempreque 0 < |x — p| < &.
2. Definicion de continuidad.
Se dice que una funcién | es continua en un punto p, si: a) [ esta definidaenp, y
b) lim,...,, f(x) = f(p).
3. Definidon de derivada.
La derivada de f (x) esta definida por la igualdad: / (x) = lim,_o T L% oon tal que este
limite exista.
4. Definidon de Integral Definida.
Sea F una funcién cuyo dominio es el intervalo cerrado [a,b], sea P, una partidon de [a, b]
determinada por el conjunto {% ,% , ..., X,> y cuya norma es N, y sea T, = {t, .., &} un

aumento de la particon P,. Sea: Ax; = X-X.; para i=1,2,3,..n. Definimos la suma de Riemann de F
en el intervalo [a, b] para la partidon P, y el aumento T, asi: S(F;P,T,) = 3=, F(t) Ax. Si existe
un nimero I tal que para todo ¢ = 0 exista un & > (0 tal que: IS(F;P,T,)-Il<¢ para todas las
partidones P, y todos los aumentos T,, con N,<¢&, a este niimero I le llamamos la integral definida

en el sentido Riemann de F en [a, b].
Parte IL Preguntas a responder:

1. éQué propiedades de la derivada provienen directamente del hecho de ser un limite?
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2. ¢Qué propiedades de la integral provienen directamente del hecho de ser un limite?

3. ¢&Qué propiedades tienen en comiin la derivada y la integral?

4. éQué propiedades se cumplen en la derivada que no se cumplan en la integral?

5. &Qué de la definidon de continuidad se necesita para la definidon de derivada?

6. ¢Por qué si e limite del producto de dos funciones es igual al producto de los limites,
cuando estos existen, se necesita la regla del producto para la derivacion?

¢Puede inferirse de la definidon misma de derivada la continuidad como una consecuenda?

N

Esta actividad tiene un gran potendal para la formalizacién del concepto de limite y al mismo
tiempo permite analizar en conjunto, continuidad, derivada e integral. Este ejemplo nos muestra
que es posible utilizar todo el conocimiento que ya tienen los formadores, al tiempo que se les
propone enfocar el nuevo estudio de la tematicas desde un enfoque globalizador y formal. El
hecho de que las preguntas no tengan respuestas exactas, también genera discusion y uso de lo
aprendido, que en el caso de formadores es bastante y no se justifica desaprovecharo partiendo de
cero. Al tiempo que se recuerda lo elemental, se fortalece lo esendal de las definidones y el
formador queda en un nivel superior, en lo que a abstraccion se refiere, de sus estudiantes.

Inmersion concepto-lineal del limite de una funcién por cambio de
espacios

Parte 1. Definidones a analizar:
1. Definicidn de Espacio Topoldgico.

Sea X un conjunto cualquiera. Se llama topologia en X a todo sistema T de subconjuntos de X que
verifica: i) XE T, © € T. ii) La union de un niimero cualquiera de elementos de T estaen Ty la
intersecdion de un niimero finito de elementos de T pertenece a T. Al conjunto X junto con T, es
dedir, al par (X, T) se le llama espado topoldgico.

2. Definicion sucesion convergente en un espacio topoldgico.

La sucesion {x,} de puntos de X converge al punto x, si toda vecindad del punto x contiene todos
los puntos de esta sucesion, excepto posiblemente un niimero finito de ellos.

3. Definidon de Espacio Métrico.

Un espacio métrico es un conjunto M, no vado, dotado de una funcion d de MxM en R, que
satisface, para cualesquiera puntos x, y, z de M:
a. d(xx)=0siy solo si x=y.

b. d(xy)>0, si x=y.
¢ d(xy)=d(y,x)
d. d(xy)=d(x2)+d(zy)

4. Definid6n de limite en un espacio métrico.

Sean (S, d.) y (T, d) dos espados métricos. f:S—T es una funcién de S en T. Si p es un punto de
acumulacién de Sy si b€ T, la notadén: lim,_., f{x) = b, significa que para todo £>0, existe

6>0, tal que: dr (f(x),b)<e siempre que X=S, x=p y ds(x,p)<?.

5. Definicion de norma.

TeCNE EPISTEME Y DIDAXIS.
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Una normma sobre un espacio vectorial X es una fundién de valor real sobre X, cuyo valor en 1 se
denota ||xll vy que satisface: i) l|x|| =0, iWxll=0«<x=0, ii) llax|l =lallxl, W)
[l + vl = llxll + llv]l, donde x e v son elementos de Xy & es cualquier escalar.

6. Definicion de sucesion convergente en un espacio normado.

Una sucesion {¥, ] en un espado nommado X es convergente si X contiene un x tal que:
lim,, . ollx,, — x|l = 0. A x lo lamamos el limite de {x,, ).

Parte IL Preguntas a responder:

Construya un espadio topologico a partir de una métrica.

Construya un espacio normado a través de una métrica.

De un ejemplo de un espacio topologico que no sea una métrica.

¢Qué propiedades tiene el limite en un espacio normado que no necesariamente tiene en un

espadio topoldgico?

ZQué reladon tiene la definidon de limite de una fundon de valor real y variable real con la

definicion de limite en espadios métricos?

6. éQué reladon tiene la definidon de limite de una fundién de valor real y varable real con la
definicion de limite en espadios normados?

PwpNE

n

Comentarios finales

Estas dos actividades, presentan un enfoque mas analitico y reflexivo del trabajo con
formadores. La daridad conceptual se hace impresdndible en los formadores y son necesarias
actividades enfocadas al aumento del conocimiento de las relaciones y dependencias entre los
oconceptos basicos. El concepto de limite estara presente en la mayoria de las aplicaciones y de los
ocontenidos de la ensefianza de la matematica, ya sea directamente o hadendo parte de una
definidon que se esta utilizando. La construccion del concepto de limite se realiza a través del
analisis de sus reladones con otras definiciones y de sus variadones al cambiar elementos de ella.
Los formadores deben estar bien preparados en los conceptos esenciales de forma que sugieran
caminos que permitan que los estudiantes avancen en el conocimiento y la abstracdon matematica.

Bibliografia

Apostol, T. (1972). Galaulus. Barcelona: Editorial Reverté, S. A.

Kolmogorov, A. y Fomin. S. (1972) . Flementos de la teoria de fundones y del andlisis fundonal.
Mosail: editorial Mir.

, [Formadién de profesores| 985




