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Resumen

El objetivo de este articulo de investigacién es compartir un estudio realizado en
el dmbito de la fase epistemolégica de la teorfa de la matemdtica en el contexto
de las ciencias. Este estudio, desarrollado por Patricia Camarena Gallardo,
consiste en la elaboracién, presentacion y andlisis de una infervencién diddc-
tica con el propésito de retomar el estudio de las funciones en una asignatura
inicial de célculo diferencial e integral. Este enfoque se basa en un problema
contextualizado de la ingenierfa civil, especificamente una situacién relacionada
con el andlisis dindmico de un pértico. La elaboracién de la intervencién, con
una duracién prevista de 12 horas por clase, se sustenté metodolégicamente
en el andlisis de un libro de texto sobre mecdnica estructural, asi como en dos
libros sobre célculo. Ademds, se tomaron en cuenta los programas de estudio
de asignaturas de célculo, temas relacionados con el desarrollo histérico de la
nocién de funcién y los obstdculos epistemolégicos que se presentan en este
proceso, asi como las cuestiones cognitivas relacionadas con ella.
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Abstract

The aim of this research article is to share a study conducted within the epis-
temological phase of mathematical theory in the context of the sciences. This
study, developed by Patricia Camarena Gallardo, involves the development,
presentation, and analysis of a didactic intervention aimed at revisiting the study
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of functions in an introductory course on differential and integral calculus. This approach is based
on a contextualized problem in civil engineering, specifically a situation related to the dynamic
analysis of a frame. The development of the intervention, with an expected duration of 12 hours
per class, was methodologically supported by the analysis of a textbook on structural mechanics, as
well as two calculus textbooks. Additionally, the study considered the curriculaof calculus courses,
topics related to the historical development of the notion of function, the epistemological obstacles
encountered in this process, as well as cognitive issues related to it.

Keywords

mathematics; calculus; civil engineering; didactics

Resumo

O objetivo deste artigo de pesquisa é compartilhar um estudo realizado no émbito da fase epis-
temolégica da teoria matemdtica no contexto das ciéncias. Este estudo, desenvolvido por Patricia
Camarena Gallardo, consiste na elaboracéo, apresentacéo e andlise de uma intervencao diddtica
com o propésito de retomar o estudo das funcées em uma disciplina inicial de célculo diferencial
e integral. Esse enfoque baseia-se em um problema contextualizado da engenharia civil, espe-
cificamente uma situacdo relacionada com a andlise dindmica de um pértico. A elaboracédo da
intervencdo, com uma duracéo prevista de 12 horas por aula, foi metodologicamente sustentada
na andlise de um livro de texto sobre mecéanica estrutural, bem como em dois livros sobre calculo.
Além disso, foram considerados os programas de estudo de disciplinas de cdlculo, temas relacio-
nados com o desenvolvimento histérico da nocéo de funcdo e os obstéculos epistemolégicos que
surgem neste processo, assim como as questdes cognitivas relacionadas a ele.
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Introduccidén

El objetivo del presente articulo es presentar
un estudio llevado a cabo en el émbito de la
fase epistemolégica de la teoria de la mate-
mdtica en el contexto de las ciencias (TMcc),
que se detallard mds adelante, y que condujo
a una intervencién diddctica disefiada para
ser implementada en una asignatura inicial de
cdlculo diferencial e integral. Esta intervenciéon
tiene como propésito retomar el estudio de las
funciones a partir de un problema contextua-
lizado de la ingenieria civil.

Este trabajo surge como respuesta a las
demandas surgidas de las discusiones realiza-
das en el Grupo de Trabalho Ciéncias Bésicas
e Matemética na Engenharia (GT-CsME),
vinculado a la Associacéo Brasileira de Educa-
cGo em Engenharia (ABENGE). Entre los desafios
identificados en estas discusiones, se destacéd
la necesidad de involucrar a los docentes en
la creacién de materiales didécticos contex-
tualizados para las asignaturas de Ciencias
Bdsicas y Matemdticas en la Ingenieria, a partir
de problemas relacionados con las diversas
dreas de la ingenieria. Esta preocupacién se
centra en la mejora de la calidad de la edu-
cacién en ingenieria y en la motivacién de los
estudiantes, en consonancia con las Directrices
Curriculares Nacionales (bcN) para cursos de
ingenieria en Brasil (2019).

Las reflexiones presentadas en este articu-
lo se centran especificamente en la necesidad
de proporcionar oportunidades para que los
estudiantes, al ingresar a los cursos, revisen
los conocimientos bdsicos que serdn requisitos
previos para la formacién del futuro ingeniero.

Se presenta un estudio realizado utilizando la
fase epistemoldgica de la TMcC con el objetivo
de desarrollar una intervencién diddctica que,
al aplicarse en una asignatura inicial de cdl-
culo diferencial e integral dentro del curriculo
de un curso de ingenieria civil, permita al
alumno repasar aspectos relacionados con el
estudio de las funciones reales de una variable
real, con un enfoque dirigido a la educacién
superior y a las aplicaciones que encontrard
en las materias especificas del curso y en su
futuro desempefio profesional.

Metodologia

La pregunta de investigacién que buscamos
abordar en este articulo es la siguiente:
écémo, apoyados en los procedimientos me-
todolégicos de la fase epistemolégica de la
™™cc, podemos desarrollar una intervencién
didéctica a partir de un problema especifico
de ingenieria civil, con el potencial de permitir
a los principiantes en un curso de ingenieria
revisitar las funciones reales de una variable
real, con un enfoque orientado a la educacién
superior y las aplicaciones que encontrardn
en las asignaturas especificas del curso y en
su futuro desempefo profesional, asi como
enfrentar y minimizar los obstéculos epistemo-
l6gicos y las dificultades cognitivas asociadas
a este concepto matematico?

Para abordar esta pregunta, realizamos
inicialmente un estudio bibliogréfico de natu-
raleza cualitativa, guiado por los procedimien-
tos metodolégicos de la fase epistemolégica
de la ™™cc, que incluyen las etapas presenta-
das en la tabla 1.
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Tabla 1. Procedimientos metodolégicos de la fase epistemolégica de la tmcc

Etapa Accién requerida

10 La identificacién de un contexto especifico de Ingenieria Civil en el que se requiere la
movilizacién de nociones relacionadas con el concepto de funcién real de una variable real.

oa El andlisis de una referencia bibliogréfica relacionada con el contexto identificado con el
obijetivo de comprender cémo se moviliza la nocién matemdtica pretendida.

El andlisis de los programas de las asignaturas de Matemdticas insertadas en el curriculo de
3¢ Ingenieria Civil con el objetivo de comprender cémo se revisita la nocién de funcién al inicio
de este curso.

El andlisis del orden epistemolégico relacionado con el objeto funcién con el objetivo de

40
comprender cémo ocurrié su desarrollo histérico.

5¢ La identificacién de los obstdculos epistemolégicos relacionados con el concepto de funcién

60 El andlisis de los libros de texto utilizados en las asignaturas iniciales de Célculo Diferencial e
Integral en los cursos de Ingenieria.

7° El andlisis de los aspectos cognitivos relacionados con la nocién de funcién.

Fuente: elaboracién propia.

Como resultado de este estudio bibliogréfico, detallado en este articulo,
hemos elaborado una intervenciéon diddctica que también serd explicada en el
texto. Antes de abordar cada una de las siete etapas mencionadas, realizaremos
algunas consideraciones generales sobre la TMcC.

Marco teérico: la teoria de la matemdtica en el contexto de
las ciencias

Tras considerar, como aparece en Lima et al. (2018), que la mayoria de las teorias
educativas se desarrollaron originalmente con un enfoque en temas relacionados
con la ensefianza y el aprendizaje en la escuela bésica, y que el nivel universitario
tiene problemas y elementos especificos que lo caracterizan, la investigadora del
Instituto Politécnico Nacional de México, Patricia Camarena, comenzd a elaborar
un marco tedrico especificamente dirigido a la ensefianza de la matemdtica en la
universidad desde 1982. Este enfoque estd disefiado especialmente para cursos
en los que las matemdticas tienen un papel fundamental, como es el caso de la
ingenieria. Los objetivos principales de la TMcc son establecer conexiones entre
las matemdticas y otras disciplinas cientificas, asi como con las situaciones que
los ingenieros enfrentan en su préctica profesional.

Siguiendo este marco tedrico, segin Camarena (2017), se buscan indicios
de respuestas a las preguntas planteadas en la figura 1.



Figura 1. Preguntas a las que se busca respuesta

en el TMCC

2Qué matemdticas ensefiar en
tal curso, teniendo en cuenta
su objetivo?

2Cudl es el propésito de un
determinado curso de grado?

Preguntas

2Cémo podemos contribuir, a
través de la ensefianza de la
matemdtica, a la formacién
integral del alumno y al
desarrollo de habilidades de
vida, laborales y profesionales?

2Cudl es la relacién entre
técnicas y formalismo a
considerar en las clases de
matemdtica que se imparten
en este curso?

Fuente: elaboracién propia.

Con relacién especifica a la Oltima
pregunta, es importante aclarar que, al re-
ferirse al conocimiento integral, Camarena
(2013b) indica que este se relaciona con las
capacidades de un estudiante para construir
conocimiento, incluyendo: relacionarlo con lo
previamente aprendido, abordarlo de manera
interdisciplinaria en lugar de forma aislada y
fragmentada, integrar conocimientos teéricos
con los derivados de la prdctica, y transferir los
conocimientos adquiridos en la universidad a
su futura actividad profesional.

Asimismo, el concepto de competencia en
el dmbito de la TMcc, segin Camarena (2011),
se refiere a “la base del futuro profesional para
afrontar una situacién problemdtica mediante
lo integraciéon de todos sus conocimientos,
habilidades, actitudes y valores que se movili-
zan en sus estructuras cognitivas” (Camarena,
2011, p. 114. Enfasis nuestro).

Segun Camarena (2013a), la ™cC se
organiza como un sistema complejo que
permite abordar los diferentes aspectos del
ambiente de aprendizaje. Este sistema consta
de cinco subsistemas, o fases de la teoria
(curricular, diddctica, epistemolégica, docente
y cognitiva), que estdn interrelacionados con
las condiciones sociolégicas de los actores
en el proceso educativo. En este trabajo,
nos enfocamos Unicamente en los aspectos

relacionados con la fase epistemolégica de
la teorfa, la cual utilizamos en la construccién
de la intervencién presentada. En esta fase,
buscamos comprender cémo se conectan
los conceptos matemdticos con los de otras
disciplinas, como la ingenierfa.

En cuanto a las otras fases, nos centramos
Unicamente en lo presentado en la tabla 2,
basados en los planteamientos de Lima et al.
(2019). Para una comprensién mas detallada,
sugerimos la lectura de obras como las de
Camarena (2010, 2013a, 2013b) y Lima et
al. (2016).

Tabla 2. Breve descripcién de las fases curricular,
diddctica, docente y cognitiva de la Tmcc

Fase Breve descripcién

El obijetivo principal es la construccion
de un curriculo de Matemdtica para una
carrera especifica en la que esta ciencia
esté al servicio.

Curricular

Incluye el Modelo Didéctico de la
Matemdtica en Contexto (MoDIMACo), que
tiene como principal herramienta de trabajo
problemas o proyectos (denominados
eventos contextualizados) que integran
asignaturas matemdticas y no matemdticas
de una carrera determinada.

Diddctica

Debe buscarse desarrollar una formacién
que permita al docente trabajar, en
consonancia con los preceptos de la Tmcc,
con el curriculo desarrollado.

Docente

El foco es analizar, desde un punto de vista
cognitivo, el trabajo de los estudiantes en
una situacién de abordaje matemdtica
desde el contexto de la carrera de grado en
el que se insertan.

Cognitiva

Fuente: elaboracién propia a partir de Lima et al. (2019).

Como sefala Camarena (2013a), de
manera simbidtica, tanto los contextos de otras
ciencias dan sentido a los conceptos matemd-
ticos, como estos también otorgan significado
a los conceptos insertados en los contextos de
otras ciencias.

Los resultados obtenidos en los andlisis
realizados en la fase epistemoldgica son los
que posibilitan la construccién de materiales
diddcticos que se utilizardn para llevar a cabo
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un abordaje contextualizado de la matemdtica en una carrera especifica. Segin
Camarena y Gonzélez (2001), y Camarena (2012), para esta construccion se
emplea, desde un punto de vista metodolégico, una secuencia de procedimientos
analiticos utilizando diversos tipos de textos como fuentes, como se detalla en
la siguiente seccion.

Procedimientos para preparar la intervencién didéctica

Para el disefio de la intervencién diddctica con el propésito de revisitar el estudio
de las funciones reales de una variable real, con un enfoque dirigido a la edu-
cacién superior y las aplicaciones que el alumno encontrard en las asignaturas
especificas del curso y en su desemperio futuro profesional, seguimos las siguien-
tes siete etapas. Es importante destacar que en los pasos (V) y (i) se consideran
los antecedentes de esta investigacion, particularmente en lo que respecta a
los obstéculos epistemoldgicos y las dificultades cognitivas relacionadas con la
nocién de funcién.

(1) Identificar un contexto especifico de ingenieria civil que
requiera la movilizacién de nociones relacionadas con el
concepto de funcién real de una variable real

Al contrario de lo recomendado en la fase epistemolégica de la T™Mcc, esta
identificacién no se basé en el andlisis de los libros habitualmente utilizados
en las asignaturas especificas (no matemdticas) que conforman el curriculo de
la carrera. En el caso particular descrito en este articulo, el contexto nos fue
presentado por dos ingenieros civiles, quienes plantearon un problema cldsi-
co —el andlisis dindmico de un pértico— del andlisis dindmico de estructuras,
destacando su relevancia para contextualizar el enfoque de la matemdtica en la
carrera de ingenierfa civil.

(1) Andlisis de una referencia bibliogréfica relacionada con el
contexto identificado para comprender cémo se moviliza la
nocién matemdtica pretendida

Una vez planteado el problema, procedemos a analizar una referencia biblio-
gréfica sobre este tema: el libro Licdes em Mecdnica das Estruturas de Mazzilli

etal. (2016).

Es importante destacar que el andlisis dindmico de estructuras, “que se
ocupa de la formulacién y solucién de las ecuaciones de movimiento de siste-
mas estructurales, en presencia de perturbaciones cinemdticas en su configura-
cién de equilibrio o de acciones que varian en el tiempo” (Mazzilli et al., 2016,
p. 26), no es un contexto de interés exclusivo para estudiantes de ingenieria
civil. Segun los autores del libro analizado, las herramientas desarrolladas
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para resolver problemas fundamentales en
este dominio pueden ser igualmente Utiles
en cursos de ingenieria mecdnica, meca-
trénica, naval, quimica, minas, aerondutica
y aeroespacial, asi como en muchos otros
donde se requiera el andlisis de sistemas
estructurales (p. 12). Ademds, sefalan que
“el andlisis dindmico de estructuras es cada
vez mds necesario en los proyectos de In-
genieria, ya que los sistemas estructurales
se vuelven mds delgados y susceptibles a
vibraciones” (p. 26).

El problema planteado por los ingenieros
civiles se asemeja a algunas de las situaciones
discutidas en el capitulo 4, titulado “Vibracio-
nes libres en sistemas de un grado de libertad”.
Se relaciona especificamente con el caso de
un pértico de un piso en situacién de vibracién
libre subamortiguada, es decir, la estructura,
con un cierto indice de amortiguamiento, es
sometida a una fuerza estdtica, lo que provoca
un desplazamiento inicial, que posteriormente
es retirado abruptamente, lo que provoca que
la estructura comience a vibrar libremente con
velocidad inicial cero.

Al analizar el enfoque propuesto por Ma-
zzilli et al. (2016) para este tipo de situaciones
y tras considerar el alcance de una asignatura
inicial de cdlculo, identificamos la presencia
de las siguientes nociones relacionadas con
el estudio de la funcién real de una variable
real: el concepto de funcién, dominio, imagen,
representacién gréfica, diferentes tipos de fun-
ciones elementales (especialmente funciones
trigonométricas y exponenciales), operaciones
(adicién, multiplicacién y composicién) y trans-
formaciones (translacién, reflexién, expansién
y contraccién) con este tipo de funciones,
maximos y minimos locales de funciones
trigonométricas, y funciones dadas por la
multiplicacién de una funcién exponencial por
una funcién trigonométrica.

() Andlisis de los programas de
las asignaturas de matemdticas
incluidas en el plan de estudios de
ingenieria civil para comprender
cémo se retoma la nocién de
funcién al principio de este curso

En la fase epistemolégica de la TMCC se reco-
mienda realizar un andlisis de los programas
de las asignaturas de matemdtica presentes
en la carrera en cuestién (en nuestro caso,
ingenieria civil) con el fin de comprender
cébmo se prevé el tratamiento del tema y en
qué asignaturas se aborda. En el caso de la
investigacién reportada en este articulo, ana-
lizamos en qué asignaturas de los cursos de
ingenieria civil que ofrecen las instituciones en
las que operamos se espera retomar el estudio
de funciones.

En el Instituto Maué de Tecnologia (mT),
se revisan las funciones reales de una variable
real al inicio de la asignatura Célculo Diferen-
cial e Integral 1, la cual es anual y se imparte
en el primer afio de la carrera con una carga
de trabajo de 160 horas. Segun el proyecto
pedagdgico, el objetivo de esta asignatura es
presentar al alumno un tratamiento matemdti-
co dedicado exclusivamente al estudio de dos
grandes dreas de extrema importancia en la
ingenieria: la tasa de variacién de cantidades,
objeto de estudio del cdlculo diferencial, y la
acumulacién de cantidades, explicada por el
célculo integral. El dominio de estas herra-
mientas es fundamental para el ingeniero, ya
que este profesional necesita realizar balances,
andlisis de variacion, determinacién de dreas,
volumenes y otras acumulaciones.

Por otro lado, en la Pontificia Universidade
Catélica de Sao Paulo (Puc-sp), se recuperan
las nociones relacionadas con el estudio de
la funcién en una asignatura también deno-
minada Cdlculo Diferencial e Integral 1, con
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una carga horaria de 72 horas. A diferencia del Instituto Maud de Tecnologia,
esta asignatura se imparte en el segundo semestre del curso. Segun el Proyecto
Pedagdgico, el objetivo especifico de esta asignatura es conducir gradualmente
al alumno, a lo largo del desarrollo de la asignatura, a: 1) desarrollar habilidades
para ser capaz de identificar el objeto funcién en sus distintas representaciones;
2) adquirir conceptos y técnicas para determinar limites y manejar cuestiones
relacionadas con la derivada e integral, y 3) construir modelos matemdticos para
resolver problemas que involucren optimizacién, dreas y volUmenes.

(v) Andlisis del orden epistemolégico relacionado con la
funcién de objeto con el fin de comprender cémo se produjo su
desarrollo histérico

Segun Ponte (1990, p. 5), “la nocién de funcién no aparecié por casualidad
en las matemdticas. Surgié, como tan bien demostré Bento Caraga (1951),
como el instrumento matemdtico indispensable para el estudio cuantitativo de
los fenémenos naturales, iniciado por Galileo (1564-1642) y Kepler (1571-
1630)”. De acuerdo con el mismo autor, se considera uno de los conceptos mds
importantes de toda la matemdtica, ya que es la base del cdlculo, un érea clave
en el desarrollo de las matemdticas contempordneas. La nocién de funcién se
desarrollé de manera articulada en la busqueda de explicar problemas fisicos
matemdticamente, relacionados, entre otfros, con la conduccién del calor, la
caida libre y los movimientos de los planetas. Esto ocurrié especialmente por-
que las funciones son “instrumentos por excelencia para estudiar problemas de
variacién” (Ponte, 1990, p. 5).

Hoy en dia, sin embargo, las matemdticas estén significativamente vinculadas
no solo a la fisica; sus dmbitos de aplicacién se han ampliado a “el estudio de
fenédmenos y situaciones en ciencias de la vida, ciencias humanas y sociales,
gestién, comunicacién, ingenieria y tecnologia, constituyendo un medio de des-
cripcién, explicacién, prediccion y control” (Ponte, 1990, pp. 5-6). La aplicacién
de las mateméticas como herramienta analitica en diferentes dmbitos es posible,
esencialmente, gracias a la nocién de modelo, ya que siempre es “de gran interés
estudiar los efectos de los distintos pardmetros que influyen en la situacién, lo
que se hace de forma aln mds eficiente cuanto mds cerca se estd de establecer
una relacién funcional entre cada uno de ellos y las variables fundamentales
del modelo” (Ponte, 1990, pp. 5-6). La pertinencia de establecer una relacién
funcional entre las variables presentes en un determinado modelo revela que “la
nocién de funcién es de importancia central en el disefio y estudio de modelos,
cualquiera que sea su naturaleza, y por tanto sigue siendo una nocién clave en
las matemdticas actuales” (Ponte, 1990, pp. 5-6).



(V) Identificar los obstaculos
epistemoldgicos relacionados con el
concepto de funcién

Para la construcciéon de materiales didécticos
con el objetivo de contextualizar conceptos
matemdticos en diferentes dreas, es importan-
te, también en el dominio de la fase epistemo-
|6gica de la Tmcc, segin Camarena y Gonzdlez
(2001), y Camarena (2012), identificar los
obstéculos epistemolégicos, en el sentido
de Brousseau (1983), relacionados con un
determinado concepto. Tales obstdculos son
“aquellos que no podemos ni debemos evitar
por su papel constitutivo en el conocimiento
objetivo. Pueden encontrarse en la historia de
los propios conceptos” (Brousseau, 1983, p.
178. Traduccién propia). La necesidad, en la
fase epistemoldgica, de apegarse a ellos, estd

plenamente justificada, ya que, para el citado
autor, la identificacién y caracterizacién de los
obstaculos son fundamentales para construir
y analizar situaciones didécticas. “La planifi-
cacién del aprendizaje, basada en el estudio
del desarrollo del conocimiento en términos
de obstéculos, se diferencia significativamente
de la planificacién cldsica, especialmente en lo
que respecta al papel y organizacién de las si-
tuaciones problema, que serdn fundamentales
en este proceso” (Brousseau, 1983, p. 178).

Especificamente en el caso del objeto
matemdtico funcién, dieciséis obstéculos epis-
temoldgicos han sido estudiados y sintetizados
en detalle por Sierpinska (1992). Superar estos
obstdculos estd ligado a la adquisicion de
condiciones para comprender la nocién de
funcién, como se explica en la tabla 3.

Tabla 3. Obstdculos epistemoldgicos y condiciones para entender la nocién de funcién

Obstdaculo epistemolégico

Condiciones para entender la nocién de funcién

1. Las matemdticas no se preocupan por problemas prdcticos.

2. Las técnicas de cdlculo utilizadas en la produccién de
tablas de relaciones numéricas no merecen convertirse en
objeto de estudio en Matemdtica.

3. Considere los cambios como fenémenos, enfocdndose en
cémo cambian las cosas, ignorando lo que cambia.

4. Piense en términos de ecuaciones e incégnitas que se
extraerdn de ellas.

5. Considere el orden de las variables como irrelevante.
6. Una concepcién heterogénea del nGmero.

7. Una filosofia pitagérica de ndmero: todo es nimero.

8. Las leyes de la Fisica y las funciones de la Matematica no
tienen nada en comUn; pertenecen a diferentes dominios
(compartimentos) del pensamiento.

9. La proporcién es un tipo privilegiado de relacién.
10. Fuerte creencia en el poder de la operacién formal en

expresiones algebraicas.

11. Solo las relaciones descritas por férmulas analiticas
deben recibir el nombre de funcién.

12. La definicién es una descripcién de un objeto ya
conocido de otra manera, por los sentidos o la percepcién.
La definicién no determina el objeto; en cambio, el objeto
determina la definicion.

13. Las funciones son secuencias.

Identificacién de los cambios observados en el mundo que
nos rodea como problemas a resolver; identificacién de
regularidades en las relaciones entre cambios como forma de
afrontar los cambios.

Identificacién de sujetos que sufren cambios en los casos en
estudio.

Discriminacién entre dos modos de pensamiento matemdtico:
uno en términos de cantidades conocidas y desconocidas vy el
ofro en términos de cantidades constantes y variables.

Discriminacién entre variables dependientes e independientes.

Generalizacién y sintesis de la nocién de nimero;
discriminacién entre nimero y cantidad.

Sintesis del concepto de ley y el concepto de funcién; en
particular, la conciencia del posible uso de funciones para
modelar relaciones entre magnitudes fisicas o de otro tipo.

Existe una completa arbitrariedad en la ley de funcién en su
definicién.

Discriminacién entre una funcién y las herramientas analiticas
que a veces se utilizan para describir su ley.

Discriminacién entre definiciones matemdticas y descripciones
de objetos; sintesis de la concepcién general de la funcién
como obijeto; discriminacién entre los conceptos de funcién y
relacién.

La discriminacién entre las nociones de funcién y secuencia.
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Obstéculo epistemolégico

Condiciones para entender la nocién de funcidn

14. Las coordenadas de un punto son segmentos de recta, no
ndmeros.

15. La grdfica de una funcién es un modelo geométrico de

La discriminacién entre coordenadas de un punto en una
curva y segmentos de recta que indican que un punto dado
en la curva es una imagen de un elemento en el dominio de
alguna funcién.

La discriminacién entre diferentes formas de representar

funciones y funciones por s mismas; sintesis de diferentes
formas de proporcionar una funcién, representar una funcién
y hablar de una funcién.

una relacién funcional. No tiene que ser fiel, puede contener
puntos (x, y) tales que la funcién no esté definida en x.

Generalizacién de la nocién de variable; sintesis de los
roles de la nocién de funcién y causa en la Historia de la
Ciencia: conciencia de que las busquedas de relaciones

16. Los cambios en una variable son cambios en el tiempo. funcionales y causales son expresiones del esfuerzo humano
por comprender y explicar los cambios en el mundo;
discriminacién entre las nociones de relaciones funcionales y
causales.

Fuente: elaboracién propia a partir de Sierpinska (1992).

(Vi) Andlisis de los libros de texto utilizados en las asignaturas
iniciales del cdlculo diferencial e integral en los cursos de
ingenieria

En cuanto a los libros de texto que se utilizan en las instituciones en las que ope-
ramos para revisar el estudio de la funcién —que, como ya hemos sefalado, se
da en las asignaturas de Cdlculo Diferencial e Integral 1, ya que el uso de dichos
materiales no es obligatorio y son referenciados en los planes diddcticos mas
como sugerencias para los alumnos—, se optd por analizar dos libros distintos
sefalados en las referencias bdsicas de la mencionada asignatura, uno de ca-
rdcter mds tradicional y otro en el que se destaca un enfoque mds aplicado de
los contenidos. Son, respectivamente, Cdlculo A (funciones, limite, derivacién e
integracién), 6.° edicién (2006), de autoria de Diva Marilia Flemming y Miriam
Buss Goncalves (indicada en la puc-sp) y Cdlculo, 8.2 edicién (2017), escrito por
James Stewart (nominado en IMT y PUC-SP).
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Flemming y Goncalves (2006) proponen una revisién del estudio de las
funciones en el capfitulo 2, al que dedican 48 pdginas. Las autoras sefalan,
al comienzo del capitulo 2, que el objetivo es “introducir uno de los conceptos
mds fundamentales de la Matemdtica, el de funcién” (p. 12) y que solo tratan
funciones reales de variable real. De acuerdo con ellas, el enfoque aborda pro-
blemas que “muestran la importancia de estudiar funciones en diferentes areas
de conocimiento” (p. 12), en especial economia, y que “en el transcurso de los
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ejemplos es posible observar que el uso de recursos computacionales ayuda a
visualizar las propiedades y caracteristicas de las funciones” (p. 12).

El enfoque se inicia directamente con la presentacién de la definicién de
funcién, dominio y contradominio, seguido de ejemplos y contraejemplos en
los que se utiliza la representacion de relaciones mediante diagramas de Venn.
Luego, se presentan de nuevo, seguidas de ejemplos, las definiciones de ima-

284 gen, del conjunto de imdgenes y de grdéfica. Es importante sefalar que, en uno



de estos ejemplos, las autoras afirman que
“cuando trabajamos con subconjuntos de R,
lo habitual es caracterizar la funcién solo por
la férmula o regla que la define” (p. 14). En
nuestra opinién, si esta afirmacién no es bien
discutida por el profesor en clase, puede refor-
zar uno de los obstdculos epistemoldgicos que
se muestran en la tabla 3, a saber, el obstaculo
11. Encontramos que, de la pdgina 12 a la
pdgina 23, salvo una aplicacién de funciones
en el contexto de una linea de produccién para
una determinada pieza, todos los conceptos
revisados y los ejercicios propuestos contem-
plan Unicamente el contexto matemdtico.

Todos los ejercicios propuestos, desde el
numero 32 hasta el 36, abordan contextuali-
zaciones en diferentes dreas de conocimiento
de los conceptos trabajados. Esto se realiza
a través de problemas bastante habituales en
los libros de cdlculo. En esta primera parte
del enfoque de contenido, se proponen 36
ejercicios, de los cuales siete mencionan el
uso de recursos tecnolégicos.

Después de los ejercicios, las autoras
inician una nueva seccién en la que trabajan
con lo que llaman funciones especiales: cons-
tantes, identidad, funcién polinomial de primer
grado, modular, funcién polinomial de segun-
do grado y polinomial de cualquier grado, y
racional. Luego, hacen consideraciones sobre
funciones pares e impares, funciones periddi-
cas y funciones inversas, y abordan lo que ellas
llaman funciones elementales: exponencial,
logaritmica, trigonométrica, trigonométrica
inversa, hiperbdlica e hiperbélica inversa. Todo
este enfoque se realiza siguiendo la linea de
definicién y ejemplos utilizando Gnicamente el
contexto matemdtico.

La parte teérica del capitulo 2 finaliza con
un apartado titulado “Aplicaciones”. Luego, se
presentan diez ejemplos de contextualizacién
de la nocién de funcién, ocho relacionados

con la economfa, uno con el crecimiento de
la poblacién y uno con la desintegraciéon ra-
diactiva. Al final del capitulo se proponen 59
ejercicios sobre todo el contenido trabajado.
En diez de estos ejercicios hay una indicacién
para el uso de recursos tecnoldgicos. Relacio-
nado con contextos que no son exclusivamente
matemdticos, existen 15 problemas de dreas
similares a las contempladas en los ejemplos
en el apartado de “Aplicaciones” y, curiosa-
mente, ninguno de ellos menciona el uso de
tecnologias, aunque, en muchos, se solicita
la construccién de representaciones gréficas.

Respecto al libro de Stewart (2017), en el

|II

prefacio, el autor destaca que el “énfasis estd
en la comprensién de los conceptos. Creo
que casi todo el mundo estd de acuerdo en
que este deberia ser el principal objetivo de la
ensefanza de Cdlculo” (Stewart, 2017, p. ).
También hay una preocupacién del autor con
la presentacion, ejemplos y ejercicios presentes
en el texto, con el uso de datos reales. En el
prefacio, el autor también destaca el uso de
tecnologias como recurso auxiliar para el uso

del libro por parte de estudiantes y profesores.

Con relacion especifica al capitulo inicial,
titulado “Funciones y modelos”, en el que se
propone revisar el estudio de las funciones,
aun en el prefacio, el autor afirma que, dl
abordar este tema,

desde el principio, se valora la multiplici-
dad de representaciones de una funcién:
verbal, numérica, visual y algebraica. La
discusién de modelos matemdticos condu-
ce a una revisién de las funciones usuales,
incluidas las funciones exponenciales y
logaritmicas, a través de estos cuatro

puntos de vista. (p. i)

También destacamos algunas palabras
que Stewart dirige a los estudiantes que utilizan
su texto. Afirma que, aunque algunos alumnos
prefieren

—
(g
ﬁﬂ
e
mlrm.

E
DIDAXIS

bara Lutaif Bianchini, Gabriel Loureiro de Lima, Eloiza Gomes

La mMccC en la revisién del estudio de la funcién en un problema de ingenieria

Bar

285



300

5-

N° 56 * Segundo semestre de 2024 * pp. 27
ISSN 2665-3184 impreso * ISSN 2323-0126 Web

286

ir directamente a ejercicios pasados como actividad para casa, consultando el
texto solo cuando encuentran alguna dificultad, creo que leer y comprender todo
el apartado antes de abordar los ejercicios es mucho més interesante. Debes
prestar especial atencién a las definiciones y comprender el significado exacto

de los términos. (p. )

Ademds, da consejos al estudiante que, a nuestro juicio, estdn directamente
relacionados con la potencialidad de que, en un curso de ingenieria, la matemd-
tica también desempena el papel de materia formativa, como destaca Camarena
(2011). El autor afirma que “parte del objetivo de este curso es formarte para
pensar con logica. Trata de escribir las etapas de la resolucién de manera arti-
culada, paso a paso, con frases explicativas, y no solo una serie de ecuaciones
y féormulas desconectadas” (Stewart, 2017, p. xx).

La revisién del estudio de las funciones se realiza en el capitulo 1, titulado
“Funciones y modelos”. Para ello, el autor asigna 63 pdginas, organizadas en
cinco secciones, una revisién y un tema fitulado “Principios de resolucién de
problemas”. En consonancia con lo resaltado en el prefacio, el acercamiento al
tema se inicia mediante una fotografia que ilustra la destruccién provocada por
un terremoto en Japdn en 2011 y una representacién grdfica de la aceleracién
vertical del suelo provocada por ese terremoto.

En la primera seccién, “Cuatro formas de representar una funcién”, a partir
de situaciones en diferentes dreas que involucran una cantidad que depende de
otra, el autor conceptualiza una funcién y destaca que trabajard con funciones
reales de una variable real. Luego presenta las nociones esenciales relativas a
la idea de funcién y de su grdfica. Estas nociones se ilustran mediante ejemplos
que se encuentran comUnmente en los libros de texto y en un contexto estricta-
mente matemdtico.

Se proponen 80 ejercicios; de estos, 29 son aplicaciones de conceptos
trabajados en diferentes contextos. Tanto en cuestiones puramente matemdéticas
como en las de aplicacién, el autor explora a fondo las representaciones grdfi-
cas. No se menciona en este primer apartado el uso de recursos tecnolégicos.

La segunda seccién del capitulo, llamada “Modelos mateméticos: una lista
de funciones especiales”, comienza con el concepto de un modelo matematico,
la presentacién de un esquema que ilustra el proceso de modelaciéon matemdtica
y la observacién de que un modelo matemético “nunca es una representacién
completamente precisa de una situacién, es una idealizacién” (p. 15. Enfasis
del autor).

Luego, el autor comienza a discutir modelos lineales, utilizando ejemplos
contextualizados de diferentes naturalezas: el primero, que trata de la tempera-
tura del aire seco en funcién de la altitud, informa a priori que un modelo lineal
describe adecuadamente el problema; el segundo, relacionado con los niveles
promedio de didxido de carbono en la atmésfera, es un ejemplo de lo que el



autor llama un modelo empirico, construido
completamente a partir de datos recopilados
y utilizando la busqueda de una curva que se
ajuste mejor a los datos. En el planteamiento
de este segundo ejemplo, se presenta inclu-
so una discusién sobre un refinamiento del
modelo mediante una regresion lineal que
el autor sugiere realizar con la ayuda de una
calculadora gréfica o software como Maple y
Mathematica.

En el tercer ejemplo propuesto, se retoma
la situacién anterior para abordar el uso del
modelo obtenido para realizar prediccio-
nes. Esto exige recurrir a inferpolaciones y
extrapolaciones con relacién al conjunto de
datos previamente puesto a disposicién. Los
siguientes modelos discutidos en la seccién
son aquellos que el autor llama funciones
potencia, que incluyen algunos casos de
funciones polinomiales, la funcién rafz y la
funcién reciproca —representada algebrai-
camente por que, como se sefald, estd
presente en fisica y quimica en relacién con
la Ley de Boyle (siendo la temperatura cons-
tante, el volumen de un gas es inversamente
proporcional a la presién)—. Enseguida se
definen funciones racionales (con ayuda de
un Unico ejemplo puramente matemdtico) y
funciones algebraicas, mencionando que un
ejemplo de aplicacién de este tipo de funcién
estd presente en la teoria de la relatividad en
la que la masa de una particula en relacién
con su velocidad se expresa mediante una
funcién algebraica.

Luego, se aborda superficialmente el tema
de las funciones trigonométricas, ya que se
pretende dedicar un apartado completo a su
revision detallada —al analizar este material,
nos percatamos de que la revisién propuesta
es principalmente técnica y que solo se traba-
jan y proponen situaciones puramente mate-
mdticas—. En esta seccion, se examinan las
funciones seno, coseno y tangente, se presen-

tan sus dominios, imdgenes, representaciones
grdficas, y se resalta su cardcter periddico.
Con respecto a este aspecto particular, se
destaca que “la naturaleza periédica de estas
funciones las hace adecuadas para modelar
fenémenos repetitivos, como las mareas, las
cuerdas vibrantes y las ondas sonoras” (p.
22). La seccién concluye con 32 ejercicios
propuestos, 21 de los cuales son aplicaciones
en diferentes contextos de las funciones trata-
das. En 8 de estos 21 ejercicios de aplicacién,
se indica por parte del autor la necesidad de
que el alumno utilice una calculadora gréfica
o una computadora.

En la tercera seccién del capitulo, titulada
“Nuevas funciones a partir de conocidas”, el
autor afirma que, a partir de las funciones
bésicas definidas en la seccién anterior, se
obtendrdn nuevas funciones mediante des-
plazamientos, ampliaciones o reflexiones
de sus grdficas. Ademds, se discutird cémo
combinar funciones mediante operaciones
aritméticas ordinarias y composiciones. En el
tema de “Transformaciones de funciones”, se
abordan las translaciones (desplazamientos
verticales y horizontales), reflexiones y expan-
siones horizontales y verticales. De los cinco
ejemplos trabajados, solo uno no tiene un
contexto puramente matematico (modelacién
de la duracién de la luz solar en una ciudad
de una latfitud determinada). En el tema de
“Combinaciones de funciones”, el autor exa-
mina las operaciones aritméticas y la compo-
sicién entre funciones utilizando Unicamente
el contexto matemdtico. La seccién concluye
con 66 ejercicios propuestos, 11 de los cuales
son aplicaciones en contextos no estrictamente
matemdéticos. En ninguno de los ejercicios se
sugiere el uso de recursos tecnolégicos.

En la seccién de “Funciones exponen-
ciales”, el autor define este tipo de funcién,
revisa las propiedades de los exponentes vy
luego analiza algunas de sus aplicaciones.
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Se destaca que este tipo de funcién se encuentra frecuentemente en modelos
matemdticos de la naturaleza y de la sociedad, y que en este momento se abor-
dardn aplicaciones relacionadas con el crecimiento poblacional y la desintegra-
cién radiactiva. En los otros capitulos se exploran mds ejemplos de aplicaciones.
Finalmente, cerrando el apartado, se proponen 38 ejercicios, de los cuales 16
requieren el uso de recursos tecnolégicos. De estos 38 ejercicios, nueve tienen
aplicaciones en contextos distintos de los puramente matemdticos.

La quinta seccién del capitulo, fitulada “Funciones inversas y logaritmos”, se
introduce a partir de una situacién relacionada con la poblacion de un cultivo
bacteriano. El apartado concluye con 77 ejercicios propuestos, cinco de los cuales
se aplican en diferentes contextos. Entre los ejercicios propuestos, hay nueve en
los que es necesario el uso de calculadoras grdficas o computadoras, y dos en
los que se deben utilizar sistemas algebraicos computacionales.

Después de la quinta seccién, se realiza una revisién de los conceptos
trabajados en el capitulo. En esta parte se proponen 28 ejercicios, cuatro
de los cuales son aplicaciones. Hay un ejercicio que requiere el uso de una
calculadora gréfica o una computadora. El capitulo concluye con un tema
denominado “Principios de resolucién de problemas”, siguiendo las recomen-
daciones de George Polya.

(Vi) Andélisis de los aspectos cognitivos relacionados con la
nocién de funcién

Esta etapa se enfoca en el andlisis de los aspectos cognitivos relacionados con
el conftenido matemdtico que estamos abordando, en este caso, la funcién,
con el objetivo de comprenderlos a partir de investigaciones y reflexionar sobre
cuestiones cognitivas vinculadas al aprendizaje de determinados contenidos, asi
como sobre algunas barreras que enfrentan los estudiantes en este proceso. En
la tabla 4, se resumen las principales dificultades que enfrentan los estudiantes
al estudiar el concepto de funcién, las cuales fueron presentadas por autores
de diversos estudios: Markovits et al. (1994), Oliveira (1997), Garcia-Quiroga
et al. (2004), Igliori (2007), Lépez y Sosa (2008), Akkog y Tall (2002), Dubinsky
y Wilson (2013), a partir de la revisién de trabajos de diferentes autores pro-
ducidos entre 1960y 2011, y Brendefur et al. (2015), a partir de la revisiéon de
diversos trabajos.



Tabla 4. Resumen de las dificultades que enfrentan los estudiantes con relacién al aprendizaje de funcién

Dificultades con relacién al concepto de funcién

1. Comprensién de los términos: par ordenado, dominio,
contradominio, conjunto de imégenes y distinciéon entre
conjunto de imdgenes y contradominio.

2. La no percepcién de que, en la representacién grdfica, el
eje de abscisas representa el dominio de la funcién y el eje

de ordenadas el contradominio y también la no percepcién

de que los puntos de la representacién gréfica de una funcién
representan los pares donde es un elemento del dominio e es
la imagen de x por la funcién considerada.

3. No establecer conexiones entre los componentes de
la definicién verbal de funcién y los componentes de la
representacién gréfica visual.

4. |dentificar el par ordenado compuesto por un elemento del
dominio y su imagen respectiva para funciones dadas en forma
algebraica cuando se proporciona el valor de la imagen y se
desea el valor del dominio correspondiente.

5. Ignorar el dominio y el contradominio de una funcién.

6. No comprender algunas funciones: constante (debido a
que todos los elementos del dominio tienen la misma imagen
y la definicién formal de funcién se percibe como variacién);
aquellas que tienen representaciones gréficas desconectadas;
las que son definidas por partes.

7. Trabajar con las diferentes representaciones de una funcién

y las actividades semidticas vinculadas a ellas, como la
transposicién de problemas del lenguaie escrito al lenguaje
algebraico, representar graficamente y analizar una funcién,
actividades que involucren la conversién de representaciones
semidticas, especialmente aquellas que requieran el

paso de una representacién en el registro gréfico a una
representacién en el registro algebraico, pasando por diferentes
representaciones, como fablas, expresiones y grdficas.

8. Trabajar con la simbologia relacionada con el concepto de
funcién. Los estudiantes a menudo no comprenden el concepto
de variable y la notacién ; es posible que no comprendan la
distincién entre y encuentren los valores de para los cuales .

9. ldea de que basta con que los datos se puedan representar
graficamente o mediante una ecuacién para enfrentar una
relacién funcional (es decir, dificultad para diferenciar funcién
de ecuacién).

10. Dificultad para diferenciar la variable dependiente de la
variable independiente.

11. Falsa idea de que una pardbola siempre representa una
funcién, sin importar si su eje de simetria es horizontal o
vertical.

12. Falsa idea de que una gréfica solo puede representar
una funcién si se conoce su expresién algebraica.

13. La grdfica de una funcién debe ser continua y la nocién
de continuidad como algo que no se interrumpe.

14. La grdfica de una funcién debe ser lineal cuando se le
pide que la dibuje con dos puntos fijos.

15. Distinguir entre variable e incégnita.

16. Enunciar fenémenos o situaciones que impliquen una
relacion funcional entre variables.

17. Enunciar la regla de correspondencia que enumera
los elementos de dos conjuntos en los que se define una
funcién.

18. Obtener la inversa de una funcién y su representacién
gréfica.

19. No hacer explicito el cardcter univoco de la relacién
funcional.

20. Cuando se les presenta la nocién de funcién, los
estudiantes aportan su comprensién implicita del lenguaje
y todas sus experiencias previas los respaldan. El resultado
es un conjunto muy complicado de significados personales
que ayudan y dificultan su interpretacién del concepto de
funcién.

21. Creer que todas las funciones se pueden representar
usando una expresién algebraica.

22. Comprender por qué la univalencia es un requisito
importante para definir una funcién.

23. Confusién considerable entre la condicién de
univalencia en la definicién de funcién y la condicién de
unicidad en la propiedad uno a uno (cada elemento del
dominio estd asociado con un elemento diferente del
contradominio) no necesaria para definir una funcién.

24. Dificultad para comprender claramente la composicién
y descomposicién de funciones.

25. El conocimiento sobre las funciones tiende a estar
fragmentado.

26. Incapacidad para percibir funciones como objetos
abstractos de alto nivel.

Fuente: elaboracién propia.

Como resultado de los andlisis realizados en las siete etapas previamente presentadas en
la fase epistemolégica de la TMcc, se ha desarrollado una intervencién didactica que se explica

en el siguiente apartado. Se ha elegido como contexto para la intervencién el andlisis dindmico

de un pértico (etapa 1) e identificamos, a partir de una referencia bibliogréfica comdnmente uti-

lizada en ingenieria civil para estudiar este tema, cémo se movilizan los conceptos matemdticos,

especialmente los diferentes tipos de funciones (etapa 11).
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Observamos que, a diferencia de lo que estd presente en los problemas de
la mayoria de los libros de cdlculo, en el andlisis dindmico de estructuras, y sin
duda en aplicaciones en otros campos, las situaciones no involucran solo un
tipo de funcién; por el contrario, exigen la movilizacién articulada de distintas
funciones y un amplio conjunto de nociones relacionadas con estos objetos
matemdticos. En consecuencia, una intervencién diddactica orientada a revisar
el estudio de las funciones a través de una situacién contextualizada en la inge-
nieria, revision que en las instituciones donde ensefiamos se da en la asignatura
inicial de cdlculo diferencial e integral (como se detalla en la etapa 1), debe
permitir al alumno desarrollar la capacidad de trabajo de forma integrada con
los conceptos relacionados con la funcién.

El problema elegido para la intervencién también debe permitir al alumno
percibir por qué histéricamente el desarrollo de la nocién de funcién (etapa Iv)
fue importante para diferentes dreas del conocimiento y por qué esto ocurrié
de manera articulada a la bisqueda de la expresién matemdtica de situaciones
reales que implican variaciones. Ademds, deberd proporcionar una familiarizacién
inicial con una idea fundamental relacionada con las funciones: el estudio de
modelos. Ademds, a nuestro juicio, la intervencién tendria un mayor impacto en
la formacién del futuro ingeniero si permitiera enfrentar algunos de los obstaculos
epistemolégicos relacionados con el concepto de funcién (etapa V), superarlos
y, en consecuencia, brindar condiciones para comprender diferentes aspectos
esenciales para la nocién de funcién.

Respecto a los libros de texto de Célculo de Flemming y Goncalves (2006),
y Stewart (2017), que son de uso comin o al menos referenciados como bi-
bliografia basica en las instituciones donde impartimos docencia (analizados en
la etapa Vi), consideramos que ambos podrian servir como material de apoyo
para la intervencién elaborada, para el desarrollo, incluso recurriendo al uso de
recursos tecnolégicos, de habilidades mas técnicas relacionadas con el estudio
de la funcién.

Como soporte para la expansién del conocimiento sobre las aplicaciones
de la funcién en diferentes dreas del conocimiento, el libro de Stewart (2017) se
muestra mds efectivo, ya que las situaciones que exploran contextos no estricta-
mente matemdticos estdn presentes en mayor nimero y contemplan una mayor
diversidad de dreas en comparacién con el de Flemming y Goncalves (2006),
en el que las aplicaciones estdn muy restringidas a la economia. Otro aspecto
a destacar es que en Flemming y Goncalves (2006) no se menciona el uso de
recursos tecnoldgicos para abordar problemas contextualizados, mientras que en
Stewart (2017) hay un ndmero significativo de preguntas de esta naturaleza en
las que, segun el autor, es necesario utilizar calculadoras graficas, computadoras
y en algunos casos sistemas computacionales algebraicos.

Finalmente, el andlisis realizado muestra la importancia de considerar, al
disefar la intervencién, cudles son las principales dificultades que enfrentan los



estudiantes al estudiar el concepto de funcién
(etapa Vi) y luego brindarles oportunidades
para minimizarlas. Por lo tanto, procedemos
a presentar la intervencién.

Resultados y andlisis: la
intervencién diddctica

La intervencién diddctica fue planificada para
ser aplicada en 12 horas en total, distribui-
das en 3 semanas, con 4 horas de aula en
cada semana. A continuacién, se presenta el
problema que contextualiza la intervencién
propuesta.

Considere un pértico con masa

m = 384 kg, rigidez de cada columna
g =19200 N/m y tasa de amortiguamiento
& = 0,05, siendo c la constante de

SR R

QmJg
amortiguamiento. Se aplica una fuerza estdtica
a esta estructura, lo que provoca un desplaza-
miento inicial u, = 0,1m. Luego, esta fuerza se
elimina abruptamente y la estructura comienza
a vibrar libremente con velocidad inicial cero.
Considerando Unicamente la posibilidad de
desplazamiento horizontal de este pértico, la
expresion que permite analizar el comporta-
miento del desplazamiento u con relacién al
tiempo viene dada por:

u(f)= 0,10e %% [cos(10t — 0,05)]

Pregunta: é¢La amplitud de movimiento
seré el 20 % del rango inicial después de
cudntos ciclos?

Nota: considere dos decimales para los
cdleulos.

Destacamos que el modelo matemdtico
que describe el problema mencionado implica

una ecuacién diferencial ordinaria (ED0) ho-
mogénea de segundo orden con coeficientes
constantes. Sin embargo, dado que nuestra
intencion al disefar la intervencién es trabajar
con estudiantes de una asignatura inicial de
céleulo diferencial e integral, adaptamos el
problema de manera que ya se proporciona
la expresion que describe el desplazamiento
horizontal del pértico en funcién del tiempo,
y no se requiere que el alumno resuelva la
mencionada EDO.

Posteriormente, a través de las tablas 5
a 11, explicamos la planificacién que hemos
preparado para cada una de las semanas
que componen la intervencién y sus respecti-
vas clases. Es importante mencionar que las
observaciones en la tercera columna de cada
una de estas tablas, titulada “Consideraciones
generales”, son el resultado de nuestra inter-
pretacién, de nuestras experiencias profesio-
nales como docentes de cdlculo diferencial e
integral y del conocimiento de las realidades
de los estudiantes de las instituciones donde
ensefiamos. Por lo tanto, es evidente que los
docentes que trabajan en otfros contextos
pueden identificar, especialmente en lo que
respecta a dificultades cognitivas, aspectos
diferentes a los mencionados en estas tablas.
Ademds, cada vez que se lleva a cabo la
intervencién, la planificacién puede ajustarse
o incluso modificarse segin las situaciones
observadas. Durante la realizacién de la inter-
vencién, el docente debe estar siempre atento
para explorar, en el momento mds adecuado
de la secuencia de clases, ofros conceptos
que surjan de las discusiones, aunque no
estén previstos, pero que son relevantes para
alcanzar los objetivos.
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Tabla 5. Planificacién para la clase 1 (primera semana de la intervencién)

Clase 1: propuesta del problema, disponibilidad de materiales para la preparacién previa de los
estudiantes para la inmersién en el tema y para la realizacién de una investigacién libre relacionada con
el contexto del problema.

Pregunta

Obijetivo

Consideraciones Generales

Pregunta 1: ¢La relacién
presente en el enunciado
del problema se refiere a
algtn(unos) conceptol(s)
matemdtico(s) que ya haya
estudiado? 2Cual(es)?

Tarea

Tarea 1: Investigue y lleve
a la siguiente clase otra
situacién (de su inferés, de
la vida cotidiana, de Fisica,
Ingenieria, efc.) que esté
modelada por una funcién
real de una variable real.

Realizar una encuesta
sobre qué conocimientos
matemdticos identifica el
estudiante al analizar la
expresién algebraica de .

Obijetivo

Permitir que las
actividades que se
realicen por parte de los
alumnos de la siguiente
clase se desarrollen en el
contexto de situaciones
que ellos mismos han
identificado y que, por
tanto, pueden estar més
cerca de sus intereses.

Esperamos que el alumno haga referencia a las
ideas de funcién y, especialmente, a funciones
trigonométricas, exponenciales y también

a multiplicacién de funciones. Es posible
mencionar las ideas de funciones constantes y
composicién de funciones.

La discusién de este tema permite comenzar

a abordar los obstéculos epistemolégicos
identificados en la tabla 3 por los nGmeros 1y 8.

Consideraciones Generales

Al realizar la tarea, el alumno puede
encontrarse con los obstdculos epistemolégicos
identificados en la tabla 3 por los nimeros 1,
8,11y 16.

Algunas dificultades relacionadas con el
concepto de funcién identificadas en la tabla

4 pueden constituir obstdculos para el alumno
al momento de realizar esta tarea. Estas se
indican con los nimeros 3, 6, 9, 12, 13, 16,
20, 21,22y 23.

Fuente: elaboracién propia.

Tabla 6. Planificacién para la clase 2 (primera semana de la intervencién)

Clase 2: Iniciar la revisién del estudio de funciones.

Pregunta

Objetivo

Consideraciones Generales

Pregunta 2: ¢Se pueden
representar las funciones
identificadas en la Tarea
1 mediante una expresién

Los obstaculos epistemolégicos que
pueden enfrentar los alumnos al

292

algebraica? 2Qué dominios,
contradominios, imdgenes y
subconjuntos de estos conjuntos
deben considerarse teniendo en
cuenta el contexto de la situacién
que se modela? Obtener
diferentes representaciones

para estas funciones, utilizando
softwares para la construccién de
representaciones grdficas.

Pregunta 3: ¢Cudles son

los conjuntos de dominios,
contradominios e imdgenes

de la funcién u, considerando
exclusivamente el contexto
matemético? &Y si consideramos
el contexto del problema?

Pregunta 4: Usando un software,
grafique la funcién y a partir

de esa representacién grdfica
confirme lo que observé en la
Pregunta 3.

Revisar, a partir de las
situaciones identificadas
por los alumnos con la
realizacion de la Tarea 1,
los principales aspectos
relacionados con la nocién
de funcién.

Permitir al alumno
trabaijar, en el contexto
del problema de andlisis
dindmico del pértico,
con los conceptos ya
estudiados en la escuela
bésica y que fueron
retomados en esta clase.

contestar la Pregunta 2 se identifican en
la tabla 3 con los ndmeros 1, 3, 5, 8,
11,15y 16.

Sobre las dificultades cognitivas que
pueden enfrentar los alumnos al
contestar la Pregunta 2, destacamos las
indicadas en la tabla 4 por los numeros
1,2,3,5,6,7,8,10,12,13,17, 20,
21,22,23y 25.

En esta pregunta, el alumno puede
enfrentar el obstdculo epistemolégico
identificado por el nimero 3 en la tabla
3.

En cuanto a las dificultades cognitivas,
pueden estar relacionadas con los
nomeros 1,5, 8,10, 20y 25 de la
tabla 4.

Los obstaculos epistemolégicos que se
pueden enfrentar en esta Pregunta son
los nimeros 14 y 15 de la tabla 3.

Por su parte, las dificultades cognitivas
que pueden constituir obstaculos para el
alumno son las sefaladas en la tabla 4
con los nimeros 2, 5,7, 14,20y 25.




Tarea Objetivo

Consideraciones Generales

Permitir al alumno observar que, para llegar
al modelo del desplazamiento horizontal del
pértico con relacién al tiempo, se necesita una
serie de conocimientos matemdticos y fisicos
con los que trabajard en las asignaturas de
estas dreas de conocimiento, normalmente
insertado en los ciclos bdsicos de los cursos de

Tarea 2: Investigar cémo se
llegé a la funcién que modela
el desplazamiento horizontal del
périico con relacién al tiempo.

Ingenieria.

Esta Tarea 2 puede iniciar la toma

de conciencia del estudiante sobre

la importancia del conocimiento de
Matemdtica y Fisica que se estudia en
las asignaturas bdsicas para modelar
y resolver problemas especificos de
Ingenieria.

Fuente: elaboracién propia.

Con respecto a esta primera semana de
clases, presentada en las tablas 5 y 6, nos
gustaria destacar el tema de los materiales
destinados a la preparacién previa del alumno
con el fin de familiarizarlo con el contexto del
problema mencionado en la tabla 6. En el
caso especifico de esta intervencién, se produ-
jeron dos videos por ingenieros civiles y fisicos
que colaboran con nosotros. En estos videos,
se presentan las principales ideas relacionadas
con los pérticos en un lenguaije accesible para
los alumnos principiantes, ademds de una re-

visién del modelo masa-resorte ya estudiado
por los alumnos de Ensino Médio (destinado
al grupo de edad de 15 a 17 afios), relacio-
nandolo con el contexto del andlisis dindmico
de estructuras y, en particular, con los pérticos.
También como material de apoyo, sugerimos
la elaboracién de un texto por ingenieros o
fisicos sobre las nociones de amortiguamiento,
coeficiente de amortiguamiento, frecuencia
natural, frecuencia natural amortiguada de
una estructura y dngulo de fase del movimiento
armédnico.

Tabla 7. Planificacién para la clase 3 (segunda semana de la intervencién)

Clase 3: Reanudacion y discusién de la Actividad 2 y revisién de las funciones elementales.

Pregunta

Obijetivo

Consideraciones Generales

Pregunta 5: En la expresién algebraica

2identifica la presencia de funciones
elementales? 2Cudles son?

Tarea

Tarea 3: Ejercicios elaborados

por el docente (siempre que sea
posible considerando situaciones
contextualizadas, pero sin excluir la
posibilidad de preguntas que trabajen
solo con el contexto matematico)
para que los alumnos puedan repasar
y reforzar conocimientos sobre las
siguientes funciones elementales:
constante, polinomial, racional,
modular, definida por partes y
logaritmicas, sus operaciones y
transformaciones.

Iniciar un trabajo para
retomar el estudio de las
funciones elementales a partir
de una percepcién inicial de
los propios alumnos, a partir
de la funcién presente en el
problema del pértico.

Obijetivo

Ayudar principalmente

a aquellos alumnos que
tuvieron poco o ningin
contacto con el estudio de las
funciones elementales en lo
Ensino Médio.

En cuanto a los obstdculos epistemolégicos,
entendemos que este tema no introduce nada
nuevo, pero puede contribuir a la continuidad del
proceso de confrontacién de los anteriormente
mencionados.

En cuanto a las dificultades cognitivas que pueden
presentarse, mencionamos las indicadas en la tabla
4 por los nimeros 6, 8, 20, 24, 25y 26.

Consideraciones Generales

En cierto sentido, los ejercicios propuestos para

la asimilacién de lo que fue trabajado en la

clase pueden contribuir a que los alumnos sean
capaces de seguir con mayor eficacia el curso que
se desarrollard, ya que habrén podido recuperar
algunos de los conocimientos previos necesarios.
Para proponer estos ejercicios, el docente, luego
de un andlisis critico y cuidadoso de los libros
utilizados como referentes en la asignatura, podrd
seleccionar algunas preguntas propuestas en
estos materiales, cuidando de incluir aquellas que
demanden el uso de recursos tecnolégicos.

Fuente: elaboracién propia.
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Tabla 8. Planificacién para la clase 4 (segunda semana de la intervencién)

Clase 4: Revisa las funciones elementales (continuacién) y las operaciones o transformaciones que las
involucran.

Pregunta Objetivo Consideraciones Generales

En cuanto a los obstdculos
Desencadenando, a partir de o epistemoldgicos, entendemos
funcién presente en el problema  que este tema no introduce
Pregunta 6: Lo funcién se del pértico, el planteamiento nada nuevo, pero puede
obtuvo a partir de operaciones o de dos tipos de funciones contribuir a la continuidad del
transformaciones que involucran elementales, sus operaciones y proceso de confrontacién de los
funciones elementales. Identifique  transformaciones no trabajadas  anteriormente mencionados.

estas funciones, operaciones o en la clase anterior, a saber: En cuanto a las dificultades
transformaciones. funciones exponenciales y cognitivas que pueden
trigonométricas. presentarse, mencionamos las

indicadas en la tabla 4 por los
nimeros 6, 8, 20, 24, 25y 26.

Tarea Objetivo Consideraciones Generales

Tarea 4: Ejercicios elaborados
por el docente (siempre que

sea posible considerando
situaciones contextualizadas,
pero sin excluir la posibilidad

de preguntas que trabajen solo
con el contexto Matemdtico)
para que los alumnos puedan
repasar y reforzar conocimientos
sobre las funciones elementales
(exponencial y trigonométrica), sus
operaciones y transformaciones.

|déntica a la Tarea 3, pero
ahora considerando funciones
exponenciales y tfrigonométricas.

Idénticas a las realizadas para la
Tarea 3.

Fuente: elaboracién propia.

Con relacién alas clases de la semana 2, cuyo esquema presentamos en las
tablas 7 y 8, queremos destacar que esta semana se ha planificado la intervencién
de manera que, a partir de las respuestas proporcionadas por los alumnos a las
preguntas 5 y 6, se realice un enfoque diddctico. Este enfoque no se centrard

300

en la forma en que estos contenidos han sido previamente estudiados en Ensino

5-

Médio, sino que estard dirigido hacia sus futuros trabajos en ingenieria, utilizan-
do un enfoque computacional. Se abordard la idea de funciones elementales
(constante, polinémica, racional, modular, definida por partes, logaritmicas,
exponenciales y trigonométricas), asi como operaciones (adicion, multiplicaciény
composicién) y transformaciones (translacién, reflexion, expansién y contraccion)
aplicadas a este tipo de funciones.
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Tabla 9. Planificacién para la clase 5 (tercera semana de la intervencién)

Clase 5: Aplicar el conocimiento construido y resolver el problema propuesto, es decir: obtener de la funcién u cuya expresién
algebraica u(f) = 0,10e% [cos(10t — 0,05)] después de cudntos ciclos la amplitud del movimiento horizontal del pértico serd

el 20 % de la amplitud inicial.

Pregunta

Obijetivo

Consideraciones Generales

Pregunta 7: Representar, en el mismo
sistema cartesiano, gréficamente

las funciones cuyas expresiones
algebraicas estén dadas pory .

Pregunta 8: ¢Cudl seria la respuesta
al problema si la funcién no fuera el
enunciado del problema, sino
ulf) = glf) = cos (10t - 0,05)2

Pregunta 9: ¢Cémo podrian obtener la
expresion algebraica de la funcién u a
partir de las funciones f y g2

Pregunta 10: 2De lo que observaron
en la pregunta 9, tiene sentido

que la expresién que modela el
comportamiento del desplazamiento
en funcién del tiempo viene dada por:
u(f) = 0,10e%* [cos(10t — 0,05)]2
Justifique tu respuesta.

Primero, para revisar, con el apoyo de
Tecnologias Digitales de Informacién
y Comunicacién [toic], las discusiones
sobre funciones exponenciales y
trigonométricas. Un segundo obijetivo
es obtener la representacién grdfica
de la funcién para que el alumno
pueda tener subsidios para responder
la Pregunta 8.

Mostrarle al alumno de que si la
funcién fuera de hecho una funcién
trigonométrica, el movimiento
horizontal del pértico nunca cesarfa.

Reanudar, de forma vinculada al
contexto del problema, desde un
punto de vista gréfico, el producto de
funciones.

Permita que los alumnos se den
cuenta, a partir de la representacién
gréfica que construyeron en la
pregunta 9, que, al contrario de lo
que sucederia siu = g, siendo u el
producto de f por g, a medida que
crecen los valores de t, los valores
de u(f) se acercan mucho a cero, es
decir, el movimiento horizontal del
pértico tiende a cesar.

Los obstdculos epistemolégicos que se
pueden enfrentar y las dificultades cognitivas
que pueden enfrentar los alumnos son los
mismos ya sefialados en las otras actividades
que demandan la construccién de
representaciones grdaficas. Cabe mencionar
que, al trabajar con esta pregunta, los
estudiantes podrdn movilizar conocimientos
relacionados con los siguientes

aspectos: representaciones algebraicas,
representaciones grdficas, dominio,

imagen, ceros de funciones, periodo y
amplitud de funciones frigonométricas,

y representaciones grdficas de funciones
asociadas con funciones elementales e
p(x)=e* q(x) = cos (x). Ademds, al analizar
la representacién gréfica de g, posiblemente
se empiece a percibir la necesidad de

un factor de amortiguamiento (que, mds
adelante, comprenderd que estd ligado al
papel de la funcién exponencial f) en la
expresién algebraica de u.

En esta pregunta, el estudiante puede
notar que la funcién que describe este
movimiento no puede ser periédica. En
cuanto a los obstéculos epistemolégicos

a afrontar, destacamos especialmente el
nimero 8 de la tabla 3. En cuanto a las
dificultades cognitivas, destacamos las
indicadas en la tabla 4 por los nGmeros 3,
24,25y 26.

En esta pregunta, el estudiante puede
percibir que la funcién u es el producto

de las funciones f y g y analizando las
representaciones de estas dos funciones,
debe producir un esquema de la
representacién gréfica de la funcién
producto (u). En cuanto a los obstéculos
epistemolégicos, no existen ofras
consideraciones que las ya presentadas en
las otras preguntas. A su vez, entendemos
que las dificultades cognitivas que pueden
constituir obstdculos en esta materia son las
sefialadas por los nimeros 7, 25y 26 de la
tabla 4.

En esta pregunta, existe la posibilidad

de enfrentar el obstaculo epistemolégico
indicado en la tabla 3 por el ndmero 8.

A su vez, el alumno puede, al resolver

la pregunta, enfrentarse a obstéculos
relacionados con las dificultades cognitivas
sefialadas por los nimeros 4, 7, 24, 25y 26
de la tabla 4.
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Tarea Obijetivo Consideraciones Generales

A través de esta tarea se pueden
abordar especialmente los obstaculos

Tarea 5: Investigar sobre Permita que los alumnos
las aplicaciones de las revisen o desarrollen
funciones periddicas conocimientos que serdn epistemolégicos sefialados en la tabla
en Fisica e Ingenieria y esenciales para los temas 3 por los nimeros 1, 8 y 16. Las
también sobre las nociones  en los que se trabajard en la dificultades cognitivas del alumno para
de pseudoperiodo y préxima clase para la solucién  realizar la actividad pueden ser las
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amplitud y sus aplicaciones  efectiva del problema del
en las dreas mencionadas.  portico.

indicadas por los numeros 13, 16, 17,
25y 26 de la tabla 4.

Fuente: elaboracién propia.

Tabla 10. Planificacién para la clase 6 (tercera semana de la intervencién)

Clase 6: Aplicar el conocimiento construido y resolver el problema propuesto, es decir: obtener de la funcién
cuya expresién algebraica es u(t) = 0,10e %% [cos(10t — 0,05)], después cudntos ciclos la amplitud del
movimiento horizontal del pértico serd el 20 % de la amplitud inicial (continuacién).

Pregunta

Objetivo

Consideraciones Generales

Pregunta 11: Usando
GeoGebra, grafiquen
las funciones u y g

en el mismo sistema
cartesiano. Comparen
las representaciones
grdficasde vy de g,
buscando similitudes
y diferencias entre los
comportamientos de
tales funciones.

Pregunta 12: ¢Cudl es
el comportamiento de
u cuando los valores
de t tienden al infinito?

Pregunta 13:
Construya, con la
ayuda de GeoGebra,
en el mismo sistema
cartesiano, las
representaciones
gréficas de u, fy .
2Existen valores de t
para los cuales u(f)=
f(f)2 Y valores de t para
los cuales

ulf)= — ff)2

Permita que el alumno reanude
la representacién gréfica

de la funcién construida

en la pregunta 4 y luego,
representando en el mismo
sistema cartesiano también

la funcién g, pueda observar
similitudes y diferencias entre
dichas funciones.

Hay dos objetivos: reforzar al
alumno que, de hecho, u es un
modelo matemdtico adecuado
para el movimiento horizontal
del pértico, ya que, cuando los
valores de t tienden a infinito,
los valores de u tienden a cero,
que se puede percibir mediante
el andlisis de la representacion
gréfica de u; permitir una
primera discusién, de una
manera muy intuitiva, sobre el
concepto de limite en el infinito
de una funcién.

Permitir al alumno percibir,

en primer lugar, de forma
intuitiva y sin necesariamente
mencionar estos términos,
que la funcién estd limitada
superiormente por la funcién f
e inferiormente por la funcién

.

En esta pregunta, esperamos que el alumno
destaque, entre otros aspectos, que: el mdximo
y minimo local de u y de g ocurren para los
mismos valores de t; los ceros de estas funciones
coinciden; la amplitud de la funcién u no es
constante, a diferencia de la amplitud de g; lo
funcién g es periddica, mientras la funcién u
puede clasificarse como pseudoperiédica, una
caracteristica que se puede explorar mds a fondo
en la Pregunta 15. En cuanto a los obstdculos
epistemoldgicos que pueden estar presentes,

no tenemos mds consideraciones que las ya
mencionadas. Las dificultades cognitivas que
pueden presentarse son las indicadas por los
nimeros 4, 7, 20, 25 y 26 de la tabla 4.

A través de esta pregunta, el alumno tendré un
primer contacto, de forma intuitiva, con la nocién
de limite que se discutird en las clases posteriores

a esta revision al estudio de funciones. En cuanto

a los obstdculos epistemolégicos explicados en la
tabla 3, en esta pregunta estd presente el nimero

8. Si bien el foco de la intervencién es el concepto
de funcién, en esta pregunta el alumno puede
encontrarse con obstdculos epistemolégicos también
relacionados con la idea de limite, especialmente en
lo que se refiere a la nocién de infinito. En cuanto a
las dificultades cognitivas que pueden enfrentar los
estudiantes, indicamos las denotadas, en la tabla 4,
por los nimeros 4, 7, 8, 20, 24, 25 y 26.

En esta pregunta, el profesor podrd explorar

ideas iniciales relacionadas con el Teorema de la
Confrontacién de Limite, ofro objefo matemdtico
que se trabajard mejor en las siguientes clases.
Ademés, al solicitar que el alumno busque valores
de t para los cuales u(f)= f(f) y aquellos para los
cuales u(f)= —f(f), el profesor podrd explorar, ademds
de la nocién de infersecciones de representaciones
grdficas de funciones, la resolucién de ecuaciones
trigonométricas en R. En términos de obstdculos
epistemoldgicos, no tenemos mds consideraciones
que las ya hechas sobre otros femas. En cuanto

a las posibles dificultades cognitivas que pueden
constituir obstaculos para el alumno, destacamos las
sefialadas en la tabla 4 por los nimeros 4, 7, 8, 15,
20, 25y 26.

Fuente: elaboracién propia.



Tabla 11. Segunda parte de la planificacién para la clase 6 (tercera semana de la intervencién)

Clase 6: Aplicar el conocimiento construido y resolver el problema propuesto, es decir: obtener de la funcién u cuya expresién
algebraica es u(f) = 0,10e* [cos(10t — 0,05)], después cudntos ciclos la amplitud del movimiento horizontal del pértico serd
el 20 % de la amplitud inicial (continuacién).

Pregunta

Obijetivo

Consideraciones Generales

Permitir al alumno establecer
relaciones entre la idea
matemdtica de estudiar el
signo de una funcién, en este
caso v, y el significado fisico
de este estudio en el contexto
del problema que estd siendo
considerado.

Pregunta 14: 3Cudl es el
significado, en el contexto
del problema, para
ut)<0, u)=0e u(f)>02

Tenga en cuenta que, para
identificar los ciclos de la
funcién u, es necesario
determinar los puntos

de interseccién entre las
representaciones grdficas de las
funciones f y u.

Pregunta 15: ¢Cémo
identificar los ciclos y
las amplitudes de la
funcién u a partir de su
representacién gréfica?

Pregunta 16: Respondan
la pregunta: 2La amplitud
de movimiento serd el
20% de la amplitud inicial
después de cudntos
ciclos?

Movilizar el conocimiento
construido a través de las
preguntas anteriores para
responder a la pregunta
principal del problema.

A través de esta pregunta, los alumnos deben concluir que los
valores de u menores que cero indican que en esos momentos
en los que se asumen, el pértico se mueve horizontalmente
hacia la izquierda; valores de u mayores que cero indican

que en aquellos momentos en que se asumen, el pértico se
mueve horizontalmente hacia la derecha y los valores de u
iguales a cero indican que en los instantes t en que ocurren, el
périico estd en la posicién inicial. En cuanto a los obstéculos
epistemoldgicos, identificamos los indicados en la tabla 3 con
los ntmeros 1, 3y 8. En cuanto a las posibles dificultades
cognitivas, indicamos las denotadas en la tabla 4 con los

nomeros 4, 7,8, 15, 16, 20, 25 y 26.

En esta pregunta, el alumno puede notar que la distancia

entre las abscisas de dos puntos consecutivos de interseccion
de las representaciones gréficas de las funciones fy u serd el
pseudoperiodo de u. A su vez, las amplitudes de la funcién u
serdn los valores en ordenadas de los puntos de inferseccién
entre dichas representaciones grdficas. Las consideraciones en
términos de obstdculos epistemolégicos y dificultades cognitivas
son las mismas que se presentaron en la Pregunta 14.

Esta pregunta requiere que el estudiante, si elige una
resolucién algebraica, resuelva la ecuacién:

ult) = 20% - u,
Si elige una resolucién gréfica, basta con que el alumno
determine la abscisa del punto de interseccién de la recta
y = 0,02 con la representacién grdfica de fy luego use el
hecho de que cada ciclo dura 0,63 segundos y determina el
que se solicita. Nuevamente, las consideraciones en términos
de obstdculos epistemolégicos y dificultades cognitivas son las
mismas que las presentadas para las preguntas 14 y 15.

Fuente: elaboracién propia.

Respecto a esta tercera semana de in-
tervencién, presentada en las tablas 9, 10y
11, es importante sefalar que, con el fin de
ayudar a los estudiantes a resolver el pro-
blema propuesto relacionado con el andlisis
dindmico del pértico, se planificé una serie
de preguntas auxiliares para las dos clases de
esta semana. Estas preguntas, numeradas del
7 al 15, se indican en las tablas 9, 10y 11.
Fueron disefiadas con el objetivo de desenca-
denar discusiones con los estudiantes sobre
los conceptos fundamentales necesarios para
la resolucién del problema. Esto les permitiria
llegar indirectamente a la solucién deseada,
sin proporcionar respuestas directas, y les daria
lo oportunidad de revisar los conocimientos

que buscdbamos reforzar al planificar la in-
tervencion.

Conclusiones

La elaboracién de intervenciones diddcti-
cas para la ensefanza de matemdticas en
ingenieria, basadas en problemas clésicos
del drea, constituye una tarea sumamente
desafiante para el docente. Sin embargo, en
nuestra opinién, también resulta gratificante
debido a su potencial para fomentar un mayor
compromiso por parte de los alumnos en el
aprendizaje de contenidos bdsicos y funda-
mentales para su formacién. En muchos ca-
sos, especialmente durante los primeros afios
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de los cursos, estos contenidos parecen carecer de sentido debido a enfoques
mayoritariamente desconectados de las especificidades de la ingenieria. Asimis-
mo, en muchos casos, estos enfoques pueden convertirse en obstaculos para la
progresion y permanencia de los estudiantes en la carrera a la que ingresaron, o
bien representar simplemente una revisién de conceptos ya estudiados en niveles
educativos anteriores.

En esta tarea, el docente se enfrenta a diversos retos que deben superarse.
Uno de ellos es la seleccion de problemas especificos de ingenieria que sean
potencialmente ricos para abordar los conceptos matemdticos pertinentes.
Ademds, es necesario organizar la intervencién considerando tanto la forma en
que se abordardn estos problemas en los materiales propios de la ingenieria
empleados en las instituciones donde se imparte la ensefianza, como la manera
en que se prevé trabajar con un determinado contenido matemdético, incluyendo
las asignaturas en las que se realiza dicho trabajo y las referencias bibliogréficas
empleadas. También es importante abordar cuestiones de carécter histérico,
especialmente en lo que respecta a los obstdculos epistemolégicos vinculados
al proceso de desarrollo de un objeto matemético particular. Ademds, se deben
considerar los posibles obstdculos cognitivos que los estudiantes pueden encontrar
en el aprendizaje de un cierto contenido matemdtico.

Otro desafio al que seguramente se enfrentardn los profesores es el hecho
de que los problemas a partir de los cuales se desarrollan intervenciones como la
presentada, involucran mucho contenido en las ciencias bésicas y en el contexto
de la ingenieria, el cual muchas veces ain no es dominado por los alumnos.
Es necesario adecuar los problemas con cuidado para evitar correr el riesgo
de simplificarlos demasiado, lo que podria hacerlos tan poco interesantes para
el alumno como situaciones cominmente trabajadas en clase. Por otro lado,
tampoco se debe simplificarlos en absoluto, partiendo de la premisa de que
presentar problemas contextualizados ya garantiza la motivacién del estudiante,
lo que podria hacerlos insuperables en ese momento.

En este articulo, esperamos haber mostrado el potencial de la TMcc, espe-
cificamente en su fase epistemolégica, para superar los desafios mencionados.
Ademds, consideramos que este enfoque puede servir como un marco teérico
que permita reflexiones relevantes para la reorientaciéon de la préctica del docente
que imparte matemdticas en cursos de ingenieria. El objetivo es vincular lo que
se estd abordando en el aula con el desempefio profesional futuro del alumno.

Referencias

Akkog, H. y Tall, D. (2002). The Simplicity, Complexity and Complication of the
Function Concept. En A. Cockburn y E. Nardi (eds.), Proceedings 26th Annual

Conference of the International Group for the Psychology of Mathematics Edu-
cation (vol. 2) (pp. 25-32). Norwich.



Brasil. (2019). Resolucdo cne/ces n. 2/2019, de
23 de abril de 2019. Institui as Diretrizes Cur-
riculares Nacionais do Curso de Graduacao
em Engenharia. www.in.gov.br/web/dou/-/
resolu%C3%87%C3%830-n%C2%BA-2-de-
-24-de-abril-de-2019-85344528

Brendefur, J., Hughes, G. y Ely, R. (2015). A
Glimpse intfo Secondary Students’ Under-
standing of Functions. International Journal

for Mathematics Teaching and Learning,
1-22. https://eric.ed.gov/2id=EJ1050470

Brousseau, G. (1983). Les obstacles épistémolo-
giques et les problémes en mathématiques.
Recherches en Didactique des Mathéma-
tiques, 4(2), 165-198.

Camarena, Py Gonzélez, L. (2001). Contex-
tualizacién de las series en ingenierfa. The

Mexican Journal of Electromechanical Engi-

neering, 5(4), 201-206.

Camarena, P (2010). Aportaciones de Inves-
tigacién al Aprendizaje y Ensefianza de la
Matemdtica en Ingenieria. http://www.ai.org.
mx/ai/archivos/ingresos/camarenagallardo/
dra. patricia_camarena_gallardo.pdf

Camarena, P (2011). Concepcién de compe-
tencias de las ciencias bdsicas en el nivel
universitario. En A. Dipp y A. Macias (orgs.),
Competencias y educacién. Miradas molti-
ples de una relacién (pp. 88-118). Instituto
Universitario Anglo Espafiol; Red Durango
de Investigadores Educativos.

Camarena, P (2012). Epistemologia de las im-

pedancias complejas en ingenieria. Revista
Innovacién Educativa, 12(58), 35-54.

Camarena, P (2013a). A treinta afios de la teoria
educativa “Matemdtica en el Contexto de
las Ciencias”. Revista Innovacién Educativa,

13(62), 17-44.

Camarena, P (2013b). El conocimiento de las

ciencias bdésicas en profesores de ingenieria.

En A. Carrillo, H. Ontiveros y T. Cecefa
(eds.), Formacién docente: un andlisis desde
la préctica (pp. 212-249). Red Durango de
Investigadores Educativos.

Camarena, P (2017). Did4ctica de la mate-
mdtica en contexto. Educagdo Matemdtica
Pesquisa, 19(2), 01-26. http://dx.doi.org/
10.23925/1983-3156.2017v19i2p1-26

Dubinsky, E. y Wilson, R. (2013). High School
Students” Understanding of the Function
Concept. Journal of Mathematical Behavior,

32, 83-101.

Flemming. D. y Gongcalves, M. (2006). Célculo
A. Funcées, limites, derivacéo e infegracéo.

Pearson.

Garcia-Quiroga, L., Vazquez-Cedefo, R. e
Hinojosa-Rivera, M. (2004) Dificultades en
el aprendizaje del concepto de funcién en
estudiantes de ingenierfa. Ingenierias, 7(24),
27-34.

Igliori, S. (2007). Uma contribuicGo para o
Ensino-aprendizagem de Nocées de Cal-
culo Diferencial Integral. En M. Cadmara dos
Santos (ed.), Atas do IX Encontro Nacional
de Educacdo Matemdtica (pp. 1-10). Socie-
dade Brasileira de Educacdo Matemdtica.
http://sbem.iuri0094 .hospedagemdesites.
ws/anais/ix_enem/Mesa/Mesa%20redon-
dTrabalho%20individual%20Sonia%20Bar-
bosa%20Camrgo%20lgliori.doc

Lima, G., Bianchini, B. y Gomes, E. (2016). Dip-
cing: uma metodologia para o planejamento
ou redirecionamento de programas de ensi-
no de Matemdtica em cursos de Engenharia.
En N. Nunes de Almeida (ed.), Anais do
XLIV Congresso Brasileiro de Educagdo em
Engenharia (pp. 1-10). Associacdo Brasileira
de Educacéo em Engenharia. http://www.
abenge.org.br/cobenge/arquivos/3/anais/
anais/159316.pdf

TECNE
DIDAXIS

La ™cc en la revisién del estudio de la funcién en un problema de ingenieria

Barbara Lutaif Bianchini, Gabriel Loureiro de Lima, Eloiza Gomes

299


http://www.ai.org.mx/ai/archivos/ingresos/camarenagallardo/dra._patricia_camarena_gallardo.pdf
http://www.ai.org.mx/ai/archivos/ingresos/camarenagallardo/dra._patricia_camarena_gallardo.pdf
http://www.ai.org.mx/ai/archivos/ingresos/camarenagallardo/dra._patricia_camarena_gallardo.pdf
http://dx.doi.org/10.23925/1983-3156.2017v19i2p1-26
http://dx.doi.org/10.23925/1983-3156.2017v19i2p1-26
http://sbem.iuri0094.hospedagemdesites.ws/anais/ix_enem/Mesa/Mesa%20redondTrabalho%20individual%20Sonia%20Barbosa%20Camrgo%20Igliori.doc
http://sbem.iuri0094.hospedagemdesites.ws/anais/ix_enem/Mesa/Mesa%20redondTrabalho%20individual%20Sonia%20Barbosa%20Camrgo%20Igliori.doc
http://sbem.iuri0094.hospedagemdesites.ws/anais/ix_enem/Mesa/Mesa%20redondTrabalho%20individual%20Sonia%20Barbosa%20Camrgo%20Igliori.doc
http://sbem.iuri0094.hospedagemdesites.ws/anais/ix_enem/Mesa/Mesa%20redondTrabalho%20individual%20Sonia%20Barbosa%20Camrgo%20Igliori.doc
http://www.abenge.org.br/cobenge/arquivos/3/anais/anais/159316.pdf
http://www.abenge.org.br/cobenge/arquivos/3/anais/anais/159316.pdf
http://www.abenge.org.br/cobenge/arquivos/3/anais/anais/159316.pdf

N° 56 * Segundo semestre de 2024 * pp. 275- 300
ISSN 2665-3184 impreso * ISSN 2323-0126 Web

300

Lima, G., Bianchini, B. y Gomes, E. (2018). Conhecimentos docentes e o Modelo Di-
ddtico da Matemdtica em Contexto: reflexdes iniciais. Educagdo Matemdtica De-

bate, 2(4), 116-135. http://dx.doi.org/10.24116/emd25266136v2n42018a06

Lima, G., Bianchini, B. y Gomes, E. (2019). Eloboracéo de eventos contextualizados
para aulas de Célculo Diferencial e Integral em diferentes cursos de graduacéo.
Acta Latinoamericana de Matemdtica Educativa, 32(2), 186-194. http://funes.
uniandes.edu.co/14086/1/Lima2019Elaboracao.pdf

Lima, G., Bianchini, B., Gomes, E. y Schwertl, S. (2020). O problema dos pérticos:
uma intervencéo diddtica construida para a disciplina de Cdlculo Diferencial
Integral. En Anais do XLVIIIl Congresso Brasileiro de Educacdo em Engenharia (pp.
1-10). Associacéo Brasileira de Educacdo em Engenharia. http://www.abenge.
org.br/sis_submetidos.php2acao=abrir&evento=COBENGE20&codigo=CO-
BENGE20 00152 _00003127.pdf

Lopez, J. y Sosa, L. (2008). Dificultades conceptuales y procedimentales en el
aprendizaje de funciones en estudiantes de bachillerato. En P. Leston (ed.), Acta
Latinoamericana de Matemdtica Educativa 22 (pp. 308-318). Comité Latinoa-
mericano de Matemdtica Educativa.

Markovits, Z., Eylon, B. y Bruckheimer, M. (1994). Dificuldades dos Alunos com o
Conceito de Funcdo. En A. Sgulte y A. Coxford (orgs.), As Ideias da Algebra (pp.
49-69). Atual.

Mazzilli, C., André, J., Bucalem, M. y Cifg, S. (2016). Licées em mecdnica das es-
truturas: dindmica. Blucher.

Oliveira, N. de. (1997). Conceito de Funcdo: uma abordagem do processo ensino-
-aprendizagem (tesis de maestria). Pontificia Universidade Catélica de Séo Paulo,
Sao Paulo, Brasil. https://tede2.pucsp.br/handle/handle/11176

Ponte, J. (1990). O conceito de funcéo no curriculo de Matemdtica. Revista Educacdo
e Matemdtica, 15, 3-9.

Sierpinska, A. (1992). On Understanding the Notion of Function. En E. Dubinsky y
G. Harel (eds.), The Concept of Function. Aspects of Epistemology and Pedagogy
(pp. 25-58). Mathematical Association of America.

Stewart, J. (2017). Célculo (vol. 1). Cengage Learning.


http://funes.uniandes.edu.co/14086/1/Lima2019Elaboracao.pdf
http://funes.uniandes.edu.co/14086/1/Lima2019Elaboracao.pdf
http://www.abenge.org.br/sis_submetidos.php?acao=abrir&evento=COBENGE20&codigo=COBENGE20_00152_00003127.pdf
http://www.abenge.org.br/sis_submetidos.php?acao=abrir&evento=COBENGE20&codigo=COBENGE20_00152_00003127.pdf
http://www.abenge.org.br/sis_submetidos.php?acao=abrir&evento=COBENGE20&codigo=COBENGE20_00152_00003127.pdf

	_Hlk136423219

