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Abstract

In this article, a synthesis of an approximate fo the study of the different conceptions
relative to the concept of “limit, identified throughout its historical evolution, and of the
role that this epistemological study plays in an investigation, developed under the
framework of the comprehension of the mathematical concepts, is presented.

RESUMEN

En este articulo se presenta una sintesis de un estudio aproximativo de las concepciones
histéricas relativas al concepto de “limite, identificadas en su génesis y evolucion, y el
papel que desempefa este estudio epistemolégico en un trabajo de investigacion
desarrollado en el marco de la comprension de los conceptos matematicos.

1. INTRODUCCION

El trabajo que aqui se presenta posee una doble intencionalidad: primero, caracterizar
las principales concepciones identificadas en la evolucion historica de la nocion de limite y
segundo, generar reflexion acerca de la ensefianza y aprendizaje del calculo. Este estudio
hace parte del trabajo de tesis titulado ‘Imagenes del concepto de limite en estudiantes
universitarios”, el cual se encuadra en la linea de investigacion “Una aproximacion
epistemoldgica, didactica y cognitiva al calculo”, propuesta por la Maestria en Docencia de
la Matematica de Fa Universidad Pedagogica Nacional, que se orienta a ‘estudiar los
fendmenos de la ensefianza, aprendizaje y comunicacion de las nociones basicas y
conceptos del calculo” (Garcia, G., Serrano, O., Diaz, H., 1999). Para abordar el
contenido de esta presentacion, se comienza con algunas razones que explican la
importancia del estudio epistemoldgico de la nocidn de limite, luego los referentes tedricos
que apoyan el modelo de Analisis para después presentar. a manera de sintesis. la
descripcion de cada categoria de concepciones histéricas relativas a la nocion de limite,
los problemas conceptuales, las dificultades y obstaculos epistemoldgicos asociados a
cada una de estas concepciones y concluir con algunas reflexiones e interrogantes sobre
sus implicaciones didacticas.



2. ALGUNOS ASPECTOS DEL ESTUDIO EPISTEMOLOGICO DE LA NOCION DE
LIMITE

2.1 ;Por qué el concepto de limite?

El concepto de ‘limite” ocupa una posicidon central en el campo conceptual del calculo y
su complejidad resulta ser fuente de dificultades tanto en la ensefianza como en el
aprendizaje. Primero por su caracter estructural que lo constituye el eje central y concepto
basico sobre el cual se construye la estructura del Calculo diferencial e integral y otros
conceptos de otras ramas de la matematica; también por su caracter instrumental como
herramienta para la solucion de problemas tanto al interior de las matematicas como de
ciencias aplicadas como la Fisica, la Ingenieria y finalmente, como objeto matematico que
se gesta en diferentes con-textos: geométrico, aritmético, métrico, topoldgico y asociado a
otros objetos matematicos

2.2 Tratamiento didactico tradicional

Una de las intencionalidades del educador matematico es la busqueda de la
‘comprensién” como construccion y apropiacion de significados relativos a elementos
constitutivos (Sierpinska, 1998), de los conceptos matematicos por parte de los
estudiantes, lo cual genera interrogantes acerca de su “actividad matematica”, como:
¢ Qué concepciones o imagenes del concepto se forman? ;Estas concepciones los
aproximan al concepto? ;Cémo aprenden el concepto?

Estos interrogantes cobran mayor importancia cuando se privilegia el acercamiento al
concepto de limite por medio de la definicion formal € - 8. Al respecto, investigaciones en
Educacion Matematica han evidenciado que “la definicion de un concepto no garantiza la
comprensioén del concepto” (Tall y Vinner, 1981), ya que la definicion formal encapsula las
situaciones y procesos que le dan sentido al concepto, ocultando su significacién y
complejidad.

2.3 ¢ Por qué el estudio de las concepciones histoéricas?

Como el objetivo principal de este trabajo de investigacion es estudiar las concepciones
que manifiestan los estudiantes acerca de la nocion de limite, se debe tener como punto
de partida los significados atribuidos al concepto, los cuales no se construyen consultando
los libros de texto de Calculo mas elevados, porque alli por una parte se encuentra el
conocimiento matematico terminado y pulido con su apariencia perfecta inequivoca y
rigurosa, ocultando las dificultades y obstaculos que hicieron evolucionar la nocion hasta
llegar a institucionalizarse como concepto matematico; y por otra, los textos portan
concepciones de la noosfera, es decir, del sistema politico, econdmico y educativo de un
pais (Chevallard, 1991), de los autores y otras concepciones que se inducen por la inser-
cion de objetos didacticos para convertir el conocimiento en saber escolar. A este
conjunto de adaptaciones que experimenta un conocimiento desde su estado de saber
cientifico (aceptado por la comunidad cientifica) hasta convertirse en saber escolar y en
un sentido mas amplio hasta convertirse en saber del alumno, proceso en que interviene
también las adaptaciones del maestro y la relacion didactica “es lo que Chevallard (1991)
ha denominado Transposicion Didactica.

Por lo tanto, para acercarnos a la configuracion de los elementos constitutivos de la
significacidn del concepto la mejor alternativa es ir a fuentes que muestran la forma de



produccion del conocimiento como la Historia de las Matematicas e Investigaciones en
Educacion Matematica.

2.4 El modelo de analisis

Este estudio aproximativo de la evolucion de la nocion de limite se ha apoyado en las
teorias sobre concepciones de Vergnaud (1982, citado por Ruiz, 1993), problemas
conceptuales de Toulmin (1977. citado por Delgado, 1998), dificultades y obstaculos
epistemoldgicos de Brousseau (citado por Ruiz, 1993) y El Bouazzaoui (1988) y el estatus
de un concepto matematico de Chevallard (1991) y Sfard (1991).

Para el estudio de las concepciones historicas de la nocion de limite se adoptd la
definicion de concepcion de Vergnaud, quién parte de la definicion de un concepto
matematico:

“Un concepto matematico esta determinado por una terna (S, I, s) en donde S: es el
conjunto de situaciones que dan sentido al concepto, I: el conjunto de invariantes que
constituyen el concepto y s: el conjunto de representaciones simbdlicas usadas para
presentar el concepto, sus propiedades y las situaciones a las que se refiere.”

Analogamente una concepcion estaria formada por esta misma terna, pero
considerandola en un momento dado de la evolucién del concepto”(Vergnaud, 1 982b,
citado por Ruiz, 1993)

Esta definicidbn proporciona elementos que permiten hacer un seguimiento de la
evolucion de la nocion para diferenciar y caracterizar las diferentes etapas en las que los
matematicos la manipularon de acuerdo con las preocupaciones de cada época.

El analisis de la evolucidén de las concepciones se apoyod en la Teoria de dificultades y
obstaculos epistemoldgicos de Brousseau y El Bouazzaoui (1988) quienes consideran
que la evolucién de una nocion matematica para convertirse en concepto hace que la
elaboracién del mismo, sea un proceso en el que aparecen dificultades y obstaculos.
Cada concepcion histérica permite la resolucion de un conjunto de situaciones problema,
llamado dominio de aplicacién de la concepcion. Una “dificultad” aparece cuando un
problema nuevo se resuelve reorganizando la teoria de la concepcion que se dispone,
pero si para la solucion se requiere de un cambio importante o radical de punto de vista, o
sea se requiere una nueva concepcion, se dice que un “obstaculo” ha sido superado.

A estos obstaculos presentados en el desarrollo histérico del conocimiento se les ha
denominado “Obstaculos epistemologicos”, término introducido por Bachelard para afirmar
que:

“El conocimiento cientifico no se desarrolla en un proceso continuo, sino que resulta del
rechazo de formas previas de conocimiento que se constituyen en obstaculos
epistemologicos” (Bachelard, 1993).

De otra parte, el estudio filogenético de los conceptos revelan que las nociones sufren
un proceso lento de institucionalizacion, en el cual pasan de ser procesos de uso, a ser
instrumentos de la matematica y finalmente a objetos de estudio (Chevallard, 1998), en el
que intervienen factores internos de la Matematica como disciplina cientifica y externos de
los entornes social, cultural y cientifico de la época. Punto de vista que se complementa
con el expuesto por Sfard (1991) quien sostiene que muchas nociones matematicas



pueden concebirse de dos formas: operacionalmente o0 como proceso y estructuralmente,
como objete de una forma estatica; y la posibilidad de manejar con eficacia estas dos
dimensiones requiere proceso cognitivos especiales como la reificacién que convierte un
proceso en un objeto abstracto.

3. CONCEPCIONES HISTORICAS RELATIVAS AL CONCEPTO DE LIiMITE

Hacer un seguimiento a la evolucion histérica de la nocion de limite, implica hacer un
recorrido histérico a las Matematicas, encontrando que esta nocion no se desarrollé en
forma independiente y autbnoma sino que hace parte de una red
o entramado que se obtiene por medio de la interaccion e interdependencia con otras
nociones vecinas del calculo; variable, funcién, funcidén continua, infinito, infinitesimal,
numero, numero real, continuo numeérico.

uncién continua

. Funcion
Variable
Sucesién  N
LIMITE Infinitesimal
' J——
Numero
Numero real Sucesion ontinuo numérico

Para facilitar el analisis se tuvo en cuenta el contexto matematico, en el que se fue
desarrollando la nocidén a excepcion de las concepciones de Newton y Leibniz, las cuales
se analizan por separado, debido a los matices particulares que poseen. Es importante
aclarar que estas categorias de concepciones no son independientes, sino que
permanentemente se interrelacionan y afectan mutuamente. En cada una se ha
pretendido agrupar el pensamiento de la comunidad matematica de la época y se elige un
matematico como representante aunque también en una misma época coexisten posturas
divergentes.

3.1 Concepcidén geométrica
Esta relacionada con situaciones ligadas al contexto geométrico y tienen su origen en
el origen de las matematicas cuyo énfasis fue geomeétrico. Se han considerado tres

categorias de concepciones correspondientes a tres épocas:

» Antigiedad Griega - época clasica
(S. Vla.C.-S.llla.C))



CONCEPCION GEOMETRICA
RIGUROSA - EUDOXO - EUCLIDES

El paso al limite no es una operacion matematica, sino que esta oculta en el mé-
todo de exhaucion, para probar ciertas relaciones entre magnitudes. (Sierpinska,
1987 pag 32).

RIGUROSA: Método de exhaucion de Eudoxo. Se privilegian las demostraciones
por doble reduccidén al absurdo, para probar relaciones entre magnitudes geo-
métricas, deducidas intuitivamente, mas que el hallazgo de resultados.

« Epoca Greco - Alejandrina
(S. Ma.C.-S 1)

CONCEPCION GEOMETRICA HEURISTICA - RIGUROSA -
ARQUIMEDES

El paso al limite esta implicito en el método heuristico de aproximaciones suce-
sivas” que conduce a hallazgos gracias a la intuicion geométrica y conocimiento
sobre mecanica y que luego demuestra por reduccion al absurdo.

HEURISTICA - RIGUROSA: Con su “método mecanico” (oculto) y de aproxi-
maciones sucesivas” encuentra resultados que luego prueba por el método de
exhaucion.

En la época griega se presentan situaciones que dan oportunidad a las primeras
manifestaciones intuitivas de la idea de limite. Ellas tienen que ver con el encuentro de
procesos geométricos infinitos que surgen de las paradojas de Zendn, el descubrimiento
de los inconmensurables o irracionales y la comparacion de areas y volumenes de figuras
curvilineas por aproximacion de figuras rectilineas. Por ejemplo el problema de calcular el
area del circulo proporciond una oportunidad para desarrollar herramientas muy similares
al concepto de limite. (Oornu, 1991, p. 159)

* Renacimiento (S. XV — S. XVII)

CONCEPCION GEOMETRICA HEURISTICA DE APROXIMACION
FINITA - CAVALIERI - KEPLER

El paso al limite no es una operacién matematica, pero esta implicito en un méto-
do heuristico que permite la busqueda de lo que no conocemos mas que aproxi-
maciones.

HEURISTICA: Se acude a la intuicion geométrica, al libre uso del infinito y ex-
tensos calculos numéricos, para hallar resultados cuantitativos.




A finales del siglo XVI y comienzos del siglo XVII, los matematicos del renacimiento,
basados en el método de Arquimedes, pero tratando de evadir la rigurosidad del método
de exhaucion y aprovechando la insercién del infinito en los razonamientos matematicas
por algunos filosofos escolasticos, surgen nuevos métodos para resolver problemas de
areas de figuras curvilineas. Por ejemplo tanto Stevin (1548 - 1620) como Luca Valerio en
1604 se aproximaron a la idea de limite aunque en lo geométrico al indicar la condicion
necesaria para la existencia de un limite — a saber, “que la diferencia entre determinadas
areas puede hacerse menor que un area especifica”. (Boyer, 1959, p. 105, 106)
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Cavalieri (1598— 1647) propone el “método de los indivisibles “para comparar areas y
volumenes, método que ocupa un lugar intermedio entre las rigurosas concepciones de
Arquimedes y los nuevos métodos infinitesimales de Newton y Leibniz Y Kepler (1571 —
1630) inicia los planteamientos del infinitamente pequefio, para el calculo de areas,
superficies barridas en el movimiento planetario, volumenes, estudio de curvas
representando trayectorias de movimientos.

Invariantes de la concepcién geométrica

El limite se aplica a magnitudes geométricas, como areas, volumenes, superficies
barridas, angulos de rotacion. En la época griega se considera como una aproximaciéon de
procesos geometricos infinitos, dada por la intuicion geomeétrica o espacial y en el
Renacimiento el limite se considera como una “aproximacion finita”, como que toma “una”
de un numero finito de cantidades que se aproximan al limite como la mejor aproximacion,
y no tanto como se desee. El infinito que es un concepto consustancial a la nocién de
limite se rechaza y evade en matematicas, generandose el obstaculo “Horror al infinito”
(Cantor) que impide ver el proceso de aproximacién como una operacién que llega a un
resultado (Limite).

Sistemas de representacion de la concepcién geométrica

Aproximaciones de areas mediante construcciones geométricas con regla y compas,
basadas en iteraciones indefinidas. Suma infinita de magnitudes infinitamente pequefias.
Aproximaciones de volumenes mediante calculos numéricos. Fracciones decimales y la
notacion decimal (Stevin)



3.2 Concepcion de Newton (1643-1727)

CONCEPCION HEURISTICA DE APROXIMACION CINETICA
INFINITESIMAL NEWTON

El limite es una cantidad (Cociente) a la cual una razéon de cantidades en
movimiento se aproxima continuamente, mas que cualquier diferencia dada y no
puede alcanzarla o sobrepasarla antes que las cantidades hayan decrecido
indefinidamente.

HEURISTICA: Métodos heuristicos de induccion incompleta, analogia,
interpolacién lo llevé a métodos algoritmicos y formulas universales.

APROXIMACION CINETICA: Guiada por su conocimiento de la Fisica y de a
variacion continua sugerida por el movimiento.

VARIABLES: “Fluentes”, magnitudes geométricas o fisicas asociadas al
movimiento, que varian con el tiempo. El tiempo es la variable independiente
universal.

FUNCION: Expresiéon analitica. El conjunto de los numeros reales no esta
formalizado.

Uno de los aportes mas relevantes de Newton a la evolucion de la nocion de limite, fue
darse cuenta que para calcular una razén de cambio instantanea (velocidad instantanea)
era necesario considerar procesos infinitos entre dos valores suficientemente préximos.
Su centro de interés fue la resoluciéon de problemas de movimiento y variaciéon que
implican el célculo de velocidades, distancias, aceleraciones. Problemas de Tangentes y
cuadraturas. Rectificacion de curvas, Maximos y minimos y series infinitas.

La nociéon de limite transita implicitamente en sus métodos, especificamente cuando
calcula la Fluxion: velocidad de cambio de la fluente (magnitud que fluye o varia con el
tiempo). Pero en donde esta mas cerca de la idea de limite es un su método de “Primera y
ultima Razén de cantidades nacientes o evanescentes” las que describe en su “Principia”
asi:

3.3 Concepcidn de Leibniz (1 646-1 71 6)

“Cocientes (o razones Ultimas) en las que las cantidades se anulan, no son
estrictamente hablando, razones de cantidades ultimas sino limites a donde se acercan
las razones de esas cantidades, al decrecer sin limite, las cuales aunque pueden
hacerse mas proximas a sus limites que cualquier diferencia dada, no pueden ni
Sobrepasar/os ni alcanzarlos antes que las cantidades hayan decrecido
indefinidamente”... Por razén ultima de cantidades evanescentes debe entenderse la
razon de cantidades, no antes de que se anulen, no después, sino aquella con la que
se anulan. (Kline, 1992, p. 482)

Invariantes de la concepcion de Newton

El limite se aplica a ‘magnitudes variables” que involucran tanto magnitudes
geométricas como fisicas Se interpreta como aproximacion infinitesimal cinética tanto



como se desee, lo cual se traduce en una “aproximacion infinita” equivalente a ‘aproximar
tanto como se quiera” o a ‘la aproximacién con cualquier error”. Aunque la concepcion de
Newton no acepta explicitamente el infinito actual, su actitud hacia el infinito puede
considerarse “actualista potencial” en cuanto considera el limite como el ultimo término
surgiendo en el tiempo y cuando todos estan, alli esta el limite (Sierpinska, 1987), porque
encuentra resultados de procesos infinitos como las razones de magnitudes
evanescentes.

Representaciones
Razoén de cambio instantaneo (razén ultima). Pendiente de tangentes a curvas. Sumas

de series infinitas, aproximaciones numéricas mediante procesos iterativos.
Representaciones graficas de curvas, algebraicas y numéricas.

CONCEPCION METAFISICA
ALGEBRAICA
INFINITESIMAL - LEIBNIZ

Limite es un “ente ultimo” tal, que existe una diferencia infinitesimal entre él y los
valores que se le aproximan, tanto como se quiera.

METAFIiSICA: “Principio de Continuidad”
ALGEBRAICA: Predominio de simbologia, férmulas y algoritmos generales.

INFINITESIMAL: Considera ‘el diferencial” como la diferencia infinitamente pequenfa,
a veces inasignable o cuantitativamente cero.

VARIABLES: Recorriendo una sucesion de valores infinitamente proximos.
DEFINICION DE FUNCION y DE NUMERO REAL: Estan ausentes. La funcién es

una expresion analitica y la diferencia entre 1 y 0.99999... es el segmento que falta
por recorrer mas que un numero.

Igual que Newton, estuvo interesado en resolver problemas de movimiento y variacion,
pero mientras que a Newton le interesaba la descripcion cientifica de la generacion de
magnitudes, a Leibniz le preocupaba la explicacion metafisica de tal generacion (Boyer,
1959, p, 306). Sus métodos estuvieron mas orientados por el trabajo aritmético de
sucesiones de sumas Yy diferencias, reconoce la potencia del algebra y su simbolismo
para el calculo infinitesimal es el aceptado por la comunidad matematica. La idea de limite
de Leibniz estuvo mas orientada por su preocupacion filosofica y la basé en su principio
de continuidad:

“En cualquier supuesta transicion que acaba en un término, es valido elaborar un
razonamiento en el que el término final quede incluido” (Kline, 1992, p. 510)

Invariantes de la concepcidén de Leibniz

El limite se aplica a “cantidades variables”, relativas a valores numéricos, las que
considera con una vision estatica en el sentido de valores fijos pero indeterminados. El



modelo de limite es “infinitesimalista” por considerar diferencias infinitamente pequenas.
Su actitud hacia el infinito también es “actualista potencial”’, por cuanto admite que
después de un tiempo la sucesién infinita sera completada y sus términos estaran
disponibles. (Sierpinska, 1987).

Sistemas de representacion

Razones entre magnitudes, triangulo diferencial, simbologia especifica de derivada e
integral. Series infinitas y representaciones geométricas, algebraicas y aritméticas.
Representaciones graficas de curvas.

3.4 Concepcidn algebraica

La nocion de limite transita implicitamente en los algoritmos y las férmulas algebraicas.
Esta concepcion esta determinada por los trabajos de los matematicos que usaron el
algebra como herramienta para obtener resultados a problemas que involucraban la
nocién de limite.

CONCEPCION ALGEBRAICA
FINITISTA - FERMAT
(Comienzos del S. XVII)

El paso al limite es una operacién matematica que consiste en aplicar numeros a las
variables y omitir valores despreciables respecto de otros. (Sierpinska, 1987).

ALGEBRAICA: El incremento E tiene cualquier valor fijo. La “adigualdad” es un
proceso algebraico, por equivalencias. Se busca una formula magica para resolver
los problemas del mismo tipo.

FINITISTA: E es una variable finita como en las ecuaciones de Vieta, en el sentido
de un valor fijo pero indeterminado.

FUNCION: Expresion analitica.




Es el primer matematico que tiene la idea de tomar un incremento diferencial en la que
llamamos variable independiente y analizar el comportamiento de la variable dependiente
en su método de “Adigualdad” para hallar maximos y minimos de curvas polinbmicas y
que luego extiende a las tangentes. Este método no implica ningun concepto de limite
sino que es algebraico.

CONCEPCION ALGORITMICA
ALGEBRAICA - EULER (1701-1783)

El paso al limite queda disimulado cuando considera apropiado tomar las cantidades
infinitamente pequefias como ceros (finitas) pero sus razones pueden ser finitas
(Limite).

ALGEBRAICA: los diferenciales son cantidades finitas.

ALGORITMICA: Privilegia las férmulas y los algoritmos méas que las demostraciones
y poco se preocupa por la busqueda de los Fundamentos del Calculo Infinitesimal

FUNCION: Expresion analitica.

Euler y los Bernoulli tratando de resolver problemas de Geodesia, Fisica, Mecanica,
navegacion, calendarios, movimiento de proyectiles, disefio de lentes, que exigen
conocimiento cuantitativo desarrollaron y ampliaron el calculo de Leibniz y generaron
nuevas ramas de la matematica. Euler usa los diferenciales de Leibniz que los considera
cero cuando es apropiado. El argumenta que dy/ dx, que para él era 0/0 podia ser un
namero bien definido, usando propiedades del algebra finita. A Euler le interesa mas que
todo los resultados y poco los fundamentos de los métodos, tanto que dice: “Para qué
probar lo mas evidente con lo que es menos evidente” (Boyer, 1959)

CONCEPCION RIGUROSA
FINITISTA - LAGRANGE (1736 - 1813)

No se admite la idea de limite, ni transita implicitamente en los métodos algebraicos.

FUNCION: Expresién analitica

Es el primer matematico que se interesa por buscar los fundamentos del Calculo
Infinitesimal de Newton Y Leibniz. Pero como se ve influenciado por el “Horror al infinito”,
para deshacerse del infinito y los infinitesimales, busca la fundamentacién del Calculo en
el Algebra en donde usa como herramienta las Series de Taylor. Su propuesta “Teoria
Analitica de funciones sin limites” contribuye a independizar el Analisis de lo geométrico y
lo mecanico.



Invariantes de la concepcion algebraica

El limite se aplica a “cantidades variables en expresiones analiticas (y = f(x))” Las
cantidades variables hacen referencia a valores de magnitudes fisicas o geométricas, en
el sentido de valores fijos pero indeterminados. Aqui hallar el limite consiste en aplicar
algoritmos y artificios algebraicos. Predomina la actitud finitista ya que el infinito se consi-
dera como un numero muy grande o se rechaza.

Sistemas de representacion

Incrementos fijos de las variables. Representaciones graficas y algebraicas de curvas.
Se introduce el simbolo f(x) para funcién y esta se concibe como una expresion analitica

(y =f(x))
3.5 Concepcion aritmética

Se consideran tres fases:

S. XVII Transiciéon de la concepcidon geométrica a la Aritmética cuyo representante es
Walls.

S. XVIII Siguiendo la linea de la busqueda de los fundamentos del Calculo infinitesimal,
D’Alembert es el primero en proponer la ‘Teoria de limites” como un alternativa de
solucion.

S. XIX Cauchy inicia el camino hacia la formalizacion del concepto.

CONCEPCION ARITMETICA HEURISTICA INFINITISTA-WALLIS (1661-1703)

El paso a limite no es una operacion matematica sino un meétodo heuristico que
conduce a hallazgos gracias a razonamientos basados en induccion incompleta.

(Sierpinska, 1987, p. 372)

ARITMETICA: Métodos Geométricos—"> Métodos Aritméticos.
HEURISTICA: Induccién incompleta, interpelacion. Su lema es: “Primero inventar y
luego probar”.

INFINITISTA: Se ibera del temor al infinito heredado de los griegos. Trabaja con el
infinito en series infinitas e induce el simbolo «




CONCEPCI()N GEOMETRICA-ARITMETICA
DINAMICA - DALEMBERT
(1717-1783)

El limite de una cantidad variable es visto como una cantidad fija a la cual se acerca
0 aproxima tanto como se quiera (con un error menor que cualquier cantidad dada)

GEOMETRICA - ARIMETICA: Magnitud fisica 6 geométrica = Cantidad Variable

D’Alembert es el primero que propone explicitamente como una solucion al problema
de los fundamentos del Calculo infinitesimal “La Teoria de Limites” siguiendo la tradicion
de cantidades variables. Asi con base en las definiciones de Jurin (1734) y Robins (1735)
que interpretan la nocion de limite de Newton, publica en la Enciclopedia de Diderot la
siguiente definicion:

“Se dice que una cantidad es el limite de ofra cantidad cuando la segunda puede
aproximarse a la primera tan cerca como una cantidad dada, tan pequefia como se
pueda suponer, sin que la cantidad que se acerca pueda sobrepasar la cantidad a la
que se acerca; de suerte que la diferencia de una semejante cantidad a su limite es
absolutamente inasignable” (D’Alembert, 1765 en Enciclopedie, Articulo “Limite” citada
por Sierpinska, 1985, p.49)

CONCEPCION NUMERICA DINAMICA
INFINITESIMAL - CAUCHY (11789-1 857)

Limite como valor fijo al cual se aproximan indefinidamente valores numéricos de
una variable en tanto como se desee.

Cantidad variable=— Variable Numérica dinamica.

FUNCION: como dependencia entre variables. Es el “Conjunto de los valores” que
toma la variable dependiente.

A él se le atribuye el honor de ser el primero en institucionalizar el concepto de limite
como “objeto matematico” ya que el concepto de limite antes se usaba como una “nocion
instrumental” en los procesos de aproximacion. La principal situacion que lleva a Cauchy
a la busqueda del rigor es su compromiso de Ensefianza del Curso de Analisis, en el cual
se propone alejarse de la manipulacion de férmulas y figuras geométricas. Empieza por
definir variable, limite e infinitesimal. Asi, define limite en su “Cours de Analise”, tomando
como referencia la definicién de D’Alembert:

“Cuando los sucesivos valores que toma una variable se aproximan indo finida-mente a
un valor filo, de manera que termina por diferir de él en tanto como queramos, este
ultimo valor se llama limite de todos los demas” (Cauchy citado por Boyer, 1992, p.
647)



Invariantes de la concepcion aritmética

Se habla de limite de una “variable numérica dinamica”. Algunos autores (Kline, 1992)
interpretan la definicion de Cauchy como Limite de una sucesion por aplicarla a los
sucesivos valores que toma una variable y otros como limite de una funcion refiriéndose
solo a la variable dependiente. El limite se ve como una aproximacion tan precisa como
se desee entre valores numéricos (aproximacion infinita), y el uso de las expresiones
dinamicas “aproximarse indefinidamente” y ‘diferir tanto como se desee”, empiezan a
encapsular los procesos infinitos implicados, generando los modelos dinamicos de limito
como frontera a veces alcanzable y otras veces inalcanzable.

Sistemas de representacion
Simbologia aritmética y algebraica, usadas en procesos infinitos (sumas, productos,
cocientes, expansiones decimales). Definiciones verbales de limite. Notacion de limite

como operaciéon y Simbologia de operaciones y relaciones de entre numeros reales.

3.6 Concepcion analitica — Weierstrass (1815- 1897)

CONCEPCION ARITMETICA ANALITICA
ESTATICA - WEIERSTRASS

El limite es un concepto riguroso y estatico en términos de numeros reales, sus
relaciones y operaciones y sirve para demostrar teoremas generales de clases de
funciones.

ARITMETICA:  “Aritmetizacion del Analisis”:

fundamentar las matematicas en R

ANALITICAs EI limite se refiere a una funcion, y sobre este se estructura todo el
Analisis.

RIGUROSA: Definicién formal y precisa.

ESTATICA: La variable continua se define en forma estatica.

Variable Dinamica = Variable estética
(Recorriendo un conjunto (Representando uno cualquiera de los valores)

El padre del rigor y la formalizacion de las matematicas, Weierstrass, se encuentra en
mitad del siglo XIX , cuando la Matematica sufre la crisis de fundamentos. La base sobre
la cual estaba construida la matematica, la Geometria, se “desestabiliza”, con la aparicion
de las geometrias no Euclideas. Entonces, los fundamentos del Calculo infinitesimal no se
podian buscar en la geometria y es Weierstrass quién inicia el programa de
“aritmetizacion del Analisis”, que consistia en fundamentarlo en el concepto de “numero
real”.

Para llegar a la definicién de limite, se requirié precisar ‘Numero real”, para lo cual se
necesita el concepto de “conjunto infinito” que incorpora el “infinito actual”; tarea que
emprenden simultaneamente Cantor, Dedekind, Weierstrass y Heme.



Weierstrass resuelve la cuestion de la existencia del limite de una sucesion
convergente haciendo la sucesion en si misma el limite o el numero “(Boyer, 1959, p.
254). Esta apreciacion lleva implicita la consideracion del infinito actual que le permite ver
el “limite como el objeto creado por el proceso infinito terminado”. Para él la sucesion 0.3,
0.33,0.333,0.3333, ... =1/3

Y asi presenta la siguiente definicion de limite:

“L es el limite de una funcioén f(x) para x = xo, si, dado arbitrariamente cualquier nimero
pequeno € puede ser encontrado un numero 0 tal que para todo valor de x difiriendo de
Xo por menos que o, el valor de f(x) diferira de L por menos el valor de £” (Weierstrass,
citado por Boyer, 1959, p. 287)

Esta definicion la hizo mas formal Heme, con la introduccion de los cuantificadores y la
definicion de funcién de Dirichlet y Riemann como correspondencia arbitraria en 1872:

‘Si dado cualquier € existe ng tal que para 0< n < n,, la diferencia f (xo, tn ) — L es

menor en valor absoluto que &, entonces se dice que L es el limite de f(x) para x = Xo
(Heine — Weierstrass, en Boyer, 1992, p. 696)

Hoy la n (de Weierstrass), se ha reemplazado casi universalmente por d y la definicién
se conoce asi:
L es el limite de fen x=p si A €> 0,95> 0 tal que 0< |x-p| <6= | f(x)-L| <¢

En esta definicibn no se da la imagen de cantidades en movimiento, o cantidades
variables que se aproximan a un valor o de puntos moviéndose en una curva.

Invariantes de la concepcién analitica

El limite se aplica a “funciones”, pero las funciones vistas como correspondencia arbitraria
entre numeros, donde prima la unicidad. Esta concepcién refleja una vision estatica de
limite. Se ocultan los proceso infinitos y se destierran las ideas de variabilidad continua,
de aproximacion e infinitésimos constantes o variables.

Sistemas de representacion

A través de los reales, de funciones reales. Definicidn simbdlica € - ©

4. PROBLEMAS CONCEPTUALES PARA LA EVOLUCION DE LA NOCION DE LIMITE

La nocién de limite evoluciona tratando de dar respuesta a los siguientes problemas
planteados al interior de las matematicas:

P1 — La relacién entre numero (lo discreto) y magnitud (lo continuo)

Surge de las paradojas de Zendn y el descubrimiento de los inconmensurables,
separando lo geométrico de lo numérico y a pesar de los aportes para solucionarlo como
los de: Stevin (s. XVI) con su planteamiento sobre el concepto de “numero”, Descartes y
Fermat con la geometria Analitica, Newton y Leibniz que asocian numeros a magnitudes y



viceversa y Cauchy que hace transferencia del continuo geométrico al numérico, solo es
resuelto definitivamente por Dedekind (1831 — 1916) cuando define “continuo numérico”
y “recta analitica” en donde coexisten los discreto y lo continuo y se es consciente que
tanto los numero reales como los puntos de la recta son “construcciones intelectuales” y
no dependen de la intuicion fisica o espacial.

P2 — Naturaleza de los elementos infinitesimales

Nace con las primeras versiones de los métodos infinitesimales y se moviliza en los
métodos de Newton y Leibniz, los cuales son cuestionados y criticados Por ej. por
Berkeley). Se refiere especialmente a la naturaleza de los “incrementos fijos” o
‘incrementos variables” o “elementos infinitesimales” y se soluciona con Cauchy cuando
define “infinitésimo” y Limite” en el marco numérico.

P3 — Busqueda del rigor en el algebra

Es la tendencia a buscar el rigor de los métodos del calculo en el algebra, para huir del
infinito y los infinitésimos, especialmente por Lagrange (S. XIX)

P4 — Razonamiento circular en las definiciones de limite y de namero irracional

Surge de la definiciéon de limite de Cauchy en la cual asume al existencia de los
nameros reales, para definir limite y luego define numero irracional (real) como limite de
sucesiones de racionales.

5. OBSTACULOS EPISTEMOLOGICOS
Oi - “Horror al infinito”

Surge del problema entre lo discreto y lo continuo en la Matematica griega. Los griegos
desterraron el concepto de infinito en Matematicas y todo los que tuviera que ver con el
infinito, y este fue el motivo para idear el método de demostracién indirecta o por
reduccion al absurdo. Pero mas que considerar el temor al infinito heredado de los
griegos, el “Horror al infinito”, expresidén acufiada por Cantor, se refiere a la no aceptacion
del “infinito actual” en matematicas, es decir la no aceptacién de un proceso infinito
completado o terminado.

Aunque se empieza a desmitificar el infinito en la edad media con los trabajos de
Oresme y en el renacimiento con las reflexiones de Galileo sobre el infinito actual, solo
hasta los trabajos de Wallis se manipula el infinito libremente, luego en le Calculo
infinitesimal de Newton y Leibniz y el Analisis Infinitesimal de Euler, las series infinitas se
convierten en herramientas potentes para el desarrollo de las matematicas , pero todos
ellos incluso Cauchy se vieron afectados por este obstaculo, y solo es completamente
superado con la teoria de conjuntos de Cantor y la aceptacion de ‘infinito actual “en mate-
maticas el cual permite definir limite en el contexto numeérico.

Og v n - Separacioén de lo geométrico y lo numérico

Ligado a los problemas de la relacion entre lo discreto y lo continuo y el descubrimiento
de los inconmensurables.



Og — Obstaculo geométrico — Paradigma euclideo

Basicamente dificultdé hacer transferir la idea de limite de lo geométrico a lo numérico.
El modelo de razonamiento geométrico Euclideo era el perfecto y a pesar de que se
habian hecho trabajos para superarlo como los de Wallis, Newton, Leibniz, Euler, solo se
logra superar totalmente con el descubrimiento de las Geometrias no Euclideas y la
Aritmetizaciéon del Analisis.

Of ai — Transferencia de lo finito a lo infinito

Se inicia desde al edad media, cuando Oresme y Calculator incorporaron el infinito en
los trabajos de sumas infinitas y luego se acentua en los trabajos sobre series infinitas de
Wallis [Ej. ( a/( ). ( = a, Newton, Leibniz, Bernoulli, Euler ya encuentran inconsistencias
con algunas series infinitas como la serie de Grandi: 1-1+1-1+1.... y solo es librado por
Cauchy quien reconoce que los procesos infinitos requieren tratamientos diferentes a los
finitos y que el calculo necesita razonamientos y tratamientos diferentes a los algebraicos
y geomeétricos.

Oc — Principio de continuidad de Leibniz —(transferir una propiedad de una su-
cesién convergente a su limite)

Por ejemplo se manifiesta cuando se cree que el limite de 0.9, 0.99, 0.999, tiene la
misma propiedad de sus términos y por consiguiente debe ser menor que 1. Este se
extiende en los trabajos de Bernoulli, Euler y D’Alembert.

Of(x) — Obstaculo relativo a funciones

Se genera de la concepcidn que tiene Euler de Funcidon como expresion analitica y =
f(x), concepciéon que se puede extender a Newton y Leibniz en donde no se mira la
naturaleza de los x y los y. Se supera cuando se precisa el concepto de funcién real de
variable real, funcion continua y esto se logra simultaneamente con la institucionalizacion
del concepto de limite.

OL — El limite se alcanza o no

Surge por el uso de expresiones dinamicas en las primeras definiciones de limito de
Jurin, Robins, D’Alembert, Lhuilier y Cauchy por la influencia del infinito potencial. Es
superado cuando Weierstrass, haciendo uso del infinito actual, considera el “limite” como
el objeto creado por el “proceso infinito”. Por ejemplo establecer que 0.3, 0.33, 0.333,
0.3333 =1/3

OS — Obstaculo de la simbologia

Es el producido por el uso de la simbologia propia de la matematicas y la insercion de
cuantificadores de la légica. La simbologia utilizada denota semejanzas con el algebra,
esconde las diferencias llevando a una pérdida de significacion (Sierpinska, 1985, p. 55).
En ella se encapsulan los procesos infinitos y situaciones que le dan sentido a la nocién
de limite y oculta su complejidad.



6. DIFICULTADES

Ligadas a los obstaculos aparecen dificultades para la evolucién de la nocién de limite;
son menos resistentes que los obstaculos epistemologicos pero los refuerzan. Las
dificultades identificadas que nacen en al antigiedad griega son: la influencia de la
intuicion geomeétrica, el excesivo rigor en los métodos y falta de hallar resultados directos,
en la edad media y renacimiento surgen el caracter empirico y heuristico de las
matematicas que impide la explicacion de los resultados, luego surgen las dificultades
asociadas al algebra como influencia de la posicién finitista del algebra de Vieta (s. XVII)
que lleva a ver el calculo como una extension del algebra (s. XVIIl). Por otro lado surgen
las dificultades generadas por el uso de expresiones dinamicas (finales del siglo XVIII y
comienzos del s. XIX) y en las cuales se detecta la falta de la nocion clara de conjunto
infinito y la omisién de una definicién clara de numero (s. XIX), para poder llegar a la
definicion forma! y simbdlica de limite, la cual también ha generado dificultades didacticas.
A continuacién se muestra tal transicion:

Caracter Caracter Caracter Predominio Uso de expres. Caracter
Riguroso Empirico Heuristico de formulas dinamicas formal
S\VIA.C. SXIV S.XVI S.XVII S.XVllla S.XIX
aS.ll aS.XV a SXVii a comienzos XIX

A finales del siglo XIX y durante el siglo XX, se ha objetado la eliminacion de los
infinitesimales, procesos infinitos y las ideas de aproximacion y variabilidad en la
definicion de Weierstrass. Al respecto comenta Cornu:

“A pesar de los intentos de desvanecer los infinitesimales del Analisis moderno, estos
contintan vivos en las mentes y comunicaciones de los matematicos profesionales. El
regreso de los infinitesimales basados en el trabajo de Robinson (1966), la construccion
de un sistema hiperreal que contuviera numeros reales e infinitesimales, reabri6 el debate,
el cual continua siendo muy confrontado” (Cornu, 1991, p. 162, 163).

7. PROCESO DE INSTITUCIONALIZACION DEL CONCEPTO DE LIMITE

Es notoria la lentitud del proceso de institucionalizacion del concepto de limite, proceso
que duré aproximadamente 25 siglos. En su primer estatus (protomatematico), como idea
qgue se moviliza implicitamente en los razonamientos , se extendié desde el siglo VI a. O.
hasta el siglo Il porque los griegos huyeron a todo aquello que no tuviera interpretacion 16-
gica y no fuera evidente por la experiencia fisica, por lo tanto desterraron los conceptos
ligados a la nocion de limite como: infinito, variacion, continuidad, infinitesimal.

En el siglo X1V, la iniciacion del estudio del cambio y la introduccion del infinito en
matematicas, abre el camino para que los matematicos de los siglos XVI y XVII ideen



métodos heuristicos en los cuales transita la nocion de limite como instrumento util
(estatus paramatematico) para resolver problemas de calculo diferencial e integral, y
luego con un enfoque algebraico se genera la creacibn de nuevas ramas de la
matematica en el siglo XVIIl, pero aun no esta definida ni fundamentada la nocion de
limite.

Solo inicia su fase hacia el estatus matematico con las primeras definiciones a finales
del siglo XVIII, luego se toma conciencia de su funcion en la estructura del campo del
célculo, se define en forma rigurosa para ser aceptada por la comunidad matematica y asi
convertirse en objeto de estudio de las Matematicas (s. XIX)

Este analisis se complementa con la Teoria de Sfard (1991), segun la cual conceptos
matematicos como el de limite, se desarrolla primero en un gran proceso de trabajo
procedimental u operacional (s. VI a. O. — SXVIII), antes de llegar a encapsularse en una
definicion o una teoria, que seria la fase estructural o formal del concepto (s. XIX)

8. CONSIDERACIONES FINALES

El estudio epistemologico de la nocidn de limite permite reconocer que su génesis y
proceso de institucionalizacién fue bastante dificil y controvertido y que la forma en que a
comunidad matematica lo manipulé en cada época da origen a las diferentes facetas que
generan la complejidad del concepto. Ademas se advierte que el conocimiento
matematico no es el resultado de un proceso continuo y progresivo; por el contrario, la
evolucion de la nocion de limite requiere de momentos de ruptura con conocimientos
anteriores, se aprecian avances, retrocesos, desvios, retornos, dependiendo de las
dificultades por vencer y obstaculos por superar en cada época.

Las ideas que conforman las concepciones generadas durante el proceso de evolucién
como: limite de procesos infinitos, ideas de aproximaciéon finita e infinita, limite de
magnitudes variables, cantidades infinitamente pequefas e infinitamente grandes, quedan
ocultas en la definicion formal, lo cual lleva a formular numerosos interrogantes acerca del
tratamiento didactico del concepto de limite. Por ejemplo: Es posible acercar a la
comprension del concepto a partir de la definiciéon formal € - 8? La comprension del
concepto se puede lograr mediante la secuencializacion y temporalizacion tradicional de
los contenidos? Tiene sentido hacer un estudio independiente de limites, como
introduccidon al calculo, con tratamientos formales y rigurosos sin ubicarlos en algun
escenario que involucre la nocién? Los acercamientos al calculo por medio de la revision
de algoritmos vy artificios algebraicos son apropiados para inducir al pensamiento
variacional del calculo?

Pero, antes de reflexionar sobre las posibles respuestas a tales interrogantes, se hace
necesario hacer el estudio de las concepciones o imagenes que los estudiantes se estan
formando sobre de la nocion de limite, para determinar que tanto se acercan o alejan del
concepto y en un futuro poder presentar alguna propuesta didactica.
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