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Abstract

The article shows an analysis of energy variation on a variable structure system. It is
composed by two harmonic oscillators of different frequencies switched when velocity is
zero and velocity is maximum. In conclusion, each time less energy finite quantities are
instantly lost in successive switched where velocity is y.ero, until store energy in system
is voiding. In the switched where velocity is maximum, energy does not show any
variation. The article also shows an analogy with a switched electrical oscillators and it
shows the physical interpretation corresponding.

RESUMEN

Se presenta un analisis de la variacion de energia en un sistema de estructura variable
formado por dos osciladores armoénicos de diferente frecuencia que se conmutan cuando
la velocidad es cero y cuando la velocidad es maxima. Se concluye que cantidades finitas
de energia cada vez menores son pérdidas instantaneamente en las sucesivas
conmutaciones donde la velocidad es cero hasta que finalmente la energia almacenada
en el sistema se anula. En las conmutaciones donde la velocidad es maxima la energia no
varia. Se presenta ademas una analogia con un oscilador eléctrico conmutado y se
muestran las correspondientes interpretaciones fisicas.



1. Introduccién

Supdngase un oscilador masa-resorte sobre
una superficie sin friccion, tal que la masa o la
constante elastica cambian entre dos valores,
en instantes bien predeterminados de la oscila-
cion. Esta conmutacion fisica es de dificil reali-
zacién, ademas claro esta, que la condicién de
ausencia de friccion es imposible. Sin embargo,
el sistema andlogo eléctrico formado por una
bebina y un condensador, que conmutando con
otro en paralelo modifica su valor secuencial-
mente en tiempos preestablecidos, permite una
aproximacién mas facil a una realizacion fisica
del problema mecanico descrito. En cualquiera
de los dos casos la conmutacién no introduce
en el modelo matematico ningin elemento disi-
pador de energia. No obstante, en ambos casos
las variables de estado del sistema (posicion y
velocidad de la masa, o corriente y voltaje en el
circuito) tienden a cero, como se vera facil-
mente en un andlisis sobre el plano de fase.
Esto indica que la energia inicial del sistema
desaparece. Cémo ocurre esto, en sistemas
conservativos que conmutan entre si, es el pro-
blema basico tratado en este articulo. La situa-
cion es interesante desde el punto de vista
pedagégico por su naturaleza paraddjica, y tam-
bién porque el problema se puede inscribir en el
contexto del control de estructura variable, aun-
gue normalmente en este ambito los problemas
no se abordan desde una perspectiva de ener-
gia.

En el siguiente item se describe de manera
somera el entorno de control en el que el pro-
blema se formula. Después se aborda desde
una perspectiva esencialmente fisica tomando
como base de interpretacién el oscilador masa
resorte. Finalmente se analiza el oscilador
bobina condensador conmutado per su riqueza
explicativa. !

1. En términos matematicos, el problema a
resolver en un sistema de control puede formu-
larse de manera bastante general, como el de la

1. No es esencial la formulacidn del problema de
control de los siguientes parmafos para seguir la argu-
mentacidn a partir de la ecuacidn (1) abajo.

busqueda de una funcién que altere de manera
conveniente el campo vectorial asociado a las
ecuaciones diferenciales que describen el com-
portamiento del sistema fisico a ser controlado.
Si la funcién de control se determina con base
en el conocimiento de las variables de estado
del sistema, y depende de ellas, se tiene el lla-
mado control por realimentacion de estado. En
este caso la dinamica de cada wvariable de
estado :,, es indicada por cada una de las
lineas de la ecuacién x = fix, 1, uix)} CON 1 K" ¥
ulxie ®K”. Si el campo vectorial no depende
explicitamente del tiempo tenemos que
x = fir,uix)) . Para el caso en que el sistema es
lineal en el estado y en el control, e invariante
en el tiempo, la anterior ecuacion se escribe
COMO x = Ax+8u, CON A4 ¥ 8 matrices constan-
tes de dimensiones compatibles. Si se tiene
realimentacién lineal de estado ux) = kx, donde
& es un vector fila de constantes que se calcu-
lan en funcién del comportamiento deseado,
este sistema queda entonces expresado como
¥ = (A=-#K)x. Puesto que en el sistema lineal
autbnomo : = rx el comportamiento dinamico
queda completamente determinado por los vec-
tores y los valores propios de la matriz r, es
evidente que con la realimentacion de estado se
consigue modificar el comporiamiento de la
planta.

Una realimentacidn con conjuntos de valores
diferentes dependiendo de regiones previa-
mente establecidas en el espacio de estado,
conduce a dinamicas diferentes segun la regitén
en la que se encuentre el estado del sistema.
Entonces se dice que el sistema es de estruc-
tura variable. Como caso particular considérese
una funcién de control de realimentacion de
estado pero definidas de manera diferente
segln que el estado esté a uno u otro lado de
una superficie s = 0 de dimensién »-1. Se
tiene entonces,

o K'x s sx>0

Kxr s six)<0

donde los supraindices sobre el vector & distin-
guen los vectores de ganancia en las dos regio-
nes separadas por la superficie.



Un ejemplo simple de Ia sitpacién d ita se
obtiene con 4= E‘n :}i : B :T'} ¥
ulr) = wix,} = &* v, SEQUN el estado esté"encima
0 abajo de una superficie, lo que da dos eﬁuﬁ-
turas centros «+ = A'x Y s = Az con A* = |, |

Si uf, =uy +4* <0. Mas explicitamente se idhen
dos sistemas de ecuaciones de primer orden,
X =4y 5 =anx , Que reducidos a dos ecua-
ciones de segundo orden i, -a)x, =0, repre-
sentan de manera evidente dos osciladores
arménicos con frecuencias o, = Jai ¥
w, = J'[a_,i Evidentemente las soluciones son
del tipo r 0 = Asinwr, x01) = Aweoswr de modo
que la trayectoria en el espacio de fase es la
elipse rj/a"+x2/0°A* = 1 Sobre la figura (1) se
muestran superpuestas tres trayectorias con
semieje mayor vertical, «'>1, y dos con
semieje mayor sobre el eje «,, esio es, con
w' <1, de tal manera que unas y olras tienen
punto de tangencia. En estos puntos ocurre la
conmutacién y el estado sigue la trayectoria
indicada por las flechas, hasta llegar al arigen.
La pregunta fundamental es de que manera
ocurre la disipacién de energia necesaria para
llevar el estado hasta el origen, si las dos
estructuras son conservativas e no se considera
de manera explicita en el modelo, ningun ele-
mento que disipe energia

. 2- EL ejemplo elemental descrito es clasico en
la literatura de sistemas de estructura variable
para ilustrar la posibitidad de obtener estabili-
dad asintética’ a partir de dos estructuras que
no tienen esta propiedad. Podemos redefinirlo
como

u:aL"" s q-} =0

(1

- A by
§= =g com M = 5 )
W, se gg<

donde 4 es posicién y w,’>w,’ son las dos fre-
cuencias de oscilacion. Es claro que la conmu-
tacion se efectia cuando la trayectona del
estado en el espacio de eslado cambia de cua-
drante, esto es, en los instantes en que posicidn

I. Estabilidad asintotica implica adicional a la
estabilidad, que el estado tiende a cero coano el
liempo tiende a infinito. Para definiciones precisas
ver referencias (3) y (4).

retrato de fase para dos frecuencias
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Figura 1: Estabilidad asintitica conmutando
estructuras no estables asintdticamente

o la velocidad son caro.

3- La representacion en las variables de estado
posicion ; y momentum p del oscilador armé-
nico 4+ ; g = 0, con funcidn hamiltoniana equi-
valente a la enargia mecanica total

i Sky
Hig.p) = kg +Hp’, es (2)

& sFexizdiis
- [0l ®

Tl !

donde = y & son la masa y la constante elastica
del resorte. En esta representacion de estado la
ecuacién de cada trayectoria del retrato de fase
en el plano ;¢ es la elipse

2 =2
q P
e ol @
donde A es la amplitud maxima de la oscilacion

Y w = kim .

4_El sisterna lineal (1) es continuo por frechos y
por lo tanto puede ser analizado separada-
mente en cada trecho, observando después la
continuidad de la solucién. Como en cada tre-
cho el sistema es conservativo, la (nica posibili-



dad de  explicar el comportamiento
asintéticamente estable de la solucion, es acep-
tar la pérdida de energia en los instantes en que
ocurre la conmutacién. Esta hecho es confir-
mado en el analisis que sigue (para las conmu-
taciones donde la velocidad es cero), a partir de
la evaluacion de la energia en los puntos extre-
mos de cada trecho. En estos puntes el calculo
es directc debido a que con posicion o veloci-
dad nulas, la energia mecanica total es exclusi-
vamente cinética o potencial,

2.Variacion instantanea de la
energia del sistema.

1. De la ecuacion (4) es claro que la trayectona
del estado para el sistema de estructura varia-
ble formado por dos osciladores de frecuencias
distintas conmutado segun la ecuacion (1),
sigue (a partir de una condicién inicial en el pri-
mer cuadrante) sucesivamente con cada con-
mutacion, trechos de elipses con semieje mayor
vertical y horizontal si

o 1
y=>=>
m

|- (=]
-y

(5)

Como el estado no cambia instantaneamente,
el punto de tangencia de las elipses es el valor
del estado en el instante de la conmutacion?.
Asl, el comportamiento asintéticamente estable
del sisterna como um todo, es ilustrado de
manera evidente con un primer bosquejo sin
necesidad de simulacién. El tiempo para cada
trecho es % i=1,2. Para efectos de ilustracion
mas exacta, la simulacion de la figura (2) mues-
tra el retrato de fase para 4 = 125, w, = 1325,
w, = 05w, m=2 Yy condiciones iniciales
plo) = Amw, , g0 = 0.° En la figura (2) se indican

1. 5i se escogen como varnables de estado, la
posicidn y la velocidad, la representacion de estado

(=
4'.‘ Lo ﬂ[
- |
q L—u: LURE
y la tra._vacmria siguc  la  ccuacién.
(g/A) +{g/Aw)" = 1 .Sin emhar]go en esta represen-
tacidn ¢l Hamllmmanu Hig.q) = E':""' +a'q) no tiene

interpretacion de energia lo que es fundamental para
la argumentacién que sigue.

las conmutaciones por nimeros naturales, los
trechos por letras y se muestran algunas corde-
nadas en el instante de cada conmutacién.
Estas son obtenidas facilmente mediante la
expresién (4) si la condicion inicial «, es esco-
gida sobre los ejes de la elipse: por axemplu
para x, = (0,.p=muA) las coordenadas 3— uni-
dades de tiempo después, en el final del trecho
antes de la conmutacidn, s0n
Wy = (p/mw; =4,0). Si la condicion inicial
fuera x, = (4.0) el estado en la siguiente conmu-
tacién sera '"’-:_’;] = (0, -gmo,) . NOtese que en
trechos sucesivos se alterna la frecuencia; el
primer trecho, «, tiene frecuencia o, .

2. El calculo da energia a o largo de la trayecto-
ria es directo a partir del calcule de las coorde-
nas del estado en el comienzo y fin de cada
trecho, y del caracter conservativo del sistema

retrato de lase posicibn momenium
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Figura 2: retrato de fase oscilador conmutado

en cada trecho. Como en el comienzo y fin de
todos los trechos una de las coordenadas es
cero, la energia puede calcularse a parir de la
energia potencial Erlz .‘;1@’ - émqu o de la
energia cinética £, = ymq . Por ejemplo, en el
trecho &, la energia mecanica total es
E,=E'= ém;m,f OE =E = ;_mmfﬂ. , donde el
supraindice junto al numero de la conmutacion
indica si el instante considerado es anterior o

posterior a la conmutacion.



Con la anterior notacion, y calculando la energia
en cada trecho siempre a partir de la energia

prntenciai E, = :mm::q, tenemos que con

E,=E . E,=E' E =8, b= 5§,
E; = J*-f,' . etc., obtenemos facilmente

Yo e E i

E E E o

e ®
Al ol &

porque la coordenada de la posicién en los tre-
chos que se relacionan en la ecuacion (6), es la
misma, y la frecuencia se modifica. Por otra
parte,

E,=E :Es=E  E=E, .. (7

ya que la diferencia de coordenadas “se com-
pensa” con la diferencia de frecuencias. Las
relaciones indicadas en (7) también se visuali-
zan inmediatamente con los célculos a partir de
energ[as cinéticas £, = E}', E, =k, , E = E~
E,=E, E,=E", E=E , E =E"'. Simple
mente los trechos comunes a puntos como 3, 5
o 7, deben tener igual energia porque la veloci-
dades no cambia con la conmutacion y la ener-
gia mecanica total es solamente cinética.

2. Ehcnglenqn como  variables de  estado
(x,. 2:) = | en.fimg, -——p] tenemaos

[]- Lo

¥ las trayectorias son circulos com radio R igual
a la amplitude da oscilagio €. Para la condicion ini-
cial ©,(0) = o, Smgil) = 0 ¥ 1,0} = —;—J_MU] = Jm A
tenemos C = JmoA. Como el valdr del estado no
cambia en ¢l instante de la conmutacion, tendriamos
siempre trayeclorias sobre ¢l mismo eirculo y apa-
rentemente la conclusion sobre estabilidad asinitdtica
no seria posible. La solucidn a este dilema es dada
por la relacién entre el drea 5 del circulo y la energia
en esta representacidn de estado. El drea del eirculo
es § = nk’ = nmw'A’ y la energia mecdnica total cal-
culada a partir de'la pcrtenclal en el m:lante de ampli-
tud mixima es E = gkA” = -Imu:-.JI de modo que
E = 2n5. Con el valor de § anotado, la relacién de
encrgias entre el primero y ¢l segundo trecho e
1

E, w
E " ot
)

lo que indica la perdida de energia

3. La relacién entre energia y el drea de la
elipse definida por la trayectoria cerrada en el
espacio de estado del sistema (3) también es
ilustrativa. La energia F = ;_m’ - ;mm’a-. y el
area de la elipse es 5 = nmwa’ de modo que se
obtiene E = Sw/ln yantonces,

-

E 5w, g A°

"

= | mientras que

E ° o ~ nme A3 (0, 7@,)

£, 3w nnrm.ﬁ-zm. wf

E " T AmaAlw; @)

De las relaciones (B) e (7} se observa que la
disminuicidn de la energia sucede solo en las
conmutaciones donde la velocidad es cero, 0
sea cuando la masa estd en la posicién de
amplitud maxima y minima.

4. La suma de las infinitas perdidas de energla
debe ser igual a energia inicial. En efecto, con-
siderando que las relaciones entre los valores
de energla después de cada conmutacion i
donde ocurre pérdida de energia son

Ly

o o (o) is 02 -

se forma la serie
ZAE = Byl =AM+~ 4+ 4%,
que converge a r,, el valor de la energia inicial.

En la figura (3) se ilustra la conservacién de la
energia en cada trecho y las sucesivas diminu-
ciones en los instantes donde la energia
cinética es cero, para los valores de la simula-
cion de la figura (2).

3. Interpretaciones fisicas: la
naturaleza de la fuerza.

1. Es ilustrativo observar el movimiento sobre la
funcién de energia potencial a la manera clasica
como es efectuada para determinar los limites
del movimiento en sistemas conservativos. En
nuestro caso, sobre las dos funciones de poten-
cial definidas por las conmutaciones.

3. El primer trecho transcurre en una elipse
“parada”. Obsérvese que la escala horizontal y verti-
calen la figura, son diferentes.



energia cinetica polancial y total
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Figura 3 Variaciin de la energia mecinica total

Se trata de consliruir a partir de una energia ini-
cial £,, los limiles de la oscilacién de una parti-
cula entre dos funciones de potencial que
conmutan. Las dos funciones de potencial son
Uiig) = ;ﬂwfcf y thig) = ;mmiq . La pesible trayec-
toria se muestra en la figura (4), indicando con
letras los mismos trechos mosirades en la figura
(2). Obsérvese la variacién finila de la fuerza
elastica (derivada da funcion potencial} en los
puntos de amplitud maxima de elongacion del
resorte y |a reduccién finita de energia en esos
mismos puntos.

Finalmente, la figura (5) muestra la posicion g,
la welocidad ¢ y la fuerza elastica
f= kg = -mu'q. Obsérvese la discontinuidad de
la fuerza en los instantes de la conmutacion y el
salto sclamente en las conmutaciones donde la

velocidad es méaxima y la posicién es cero'.

Sin embargo, la fuerza en los puntos de discon-
tinuidad no es impulsiva pues no hay variacion
instantanea de la cantidad de movimiento. La
variacion instantanea de la fuerza es de difici
interpretacion fisica en el sistema masa resorte
analizade porque estara asociada a una funcién

1. La forma y valores de la figura (S) s comple-
tamente previsible sin simulacion, L.os saltos apare-
cem porgue en los instantes de la conmutacion con
posicidn mixima, la fucrza varfa instantaneamente
debido al cambio de freqiicncia.

tig)

Figura 4: Limites da oscilacion con dos funciones
de potencial que comutan

Figura 5: fuerza elistica, posicitn y velocidad

impulsiva de magnitud masa muitiplicada por la
derivada de la aceleracion, de manera que

8 =+2 Una analogia eléctrica para la
fudrza es el vollaje. Como la variacion instanta-
nea del voltaje en un condensador es de inter-

~ 2 8i la fuerza fuera impulsiva (endriamos
_‘- B = =miv;-v), El subindicc cn la funcién
inipulso indica su unidad fisica.



pretacion directa, y esta asociada a una
corriente impulsiva, se estudia a continuacion el
oscilador conmutado analogo al sistema meca-
nico analizado.

2. El oscilador eléctrico conmutado.,

El circuito eléctrico de la figura (6) ofrece una

. | #m 2
P i
==

L E‘?‘E €y  Cy

Figura 6: Oscilador arménico conmutado
eléctrico

interpretacion fisica mas completa y razonable
desde el ponto de vista de la realizacion del sis-
tema conmutado. La ecuacién (1) describe el
circuito interpretando ¢ como carga eléctrica y
sustituyendo o' = k/m por w’ = 1/LC . Con la
representacion de variables de estado, carga 4,
y momento generalizado p = Lg, todas las
ecuaciones desarrolladas arriba son validas con
sustituir » por L, & per 1/C y la amplitud
maxima de la oscilacién 4 por ¢, la carga
maxima en el condensador ¢, , que es lograda
en la primera conmutacidn. La fuerza elastica
kg debe ser substituida por el voltaje en los con-
densadores. La funcién hamiltoniana con inter-
pretaciébn de energia es Higpl = z'rq*»f;r.q'l.
siendo el primer termino la energia acumulada
en el campo eléctrico del condensador activo, y
el segundo t&rmino la energia acumulada en el
campo magnético del inductor. Todas las figu-
ras también son validas con las sustituciones
anotas. Las figuras (2) a (5) se interpretan de la
siguiente manera: el primer trecho con el inte-
rruptor en la posicién | y el condensador ¢,
conectado, se inicia con toda la energia en el
inductor (coordenadas: 0,Le,0) y finaliza con
toda la energla en el condensador ¢, , que tiene
en el instante de la primera conmutacion la

maxima carga. El inductor se opone a los cam-
bios subitos de carriente, y por esto en el ins-
tante de esta comutacion la rama del inductor
se comporta como um circuito abierto. Sucede
entonces durante la conmutacion una transfe-
rencia de carga instantanea entre los dos con-
densadores, produciéndose entre ellos una
corriente impulsiva. Esta corriente explica el
cambio sObito de voltaje que aparece en la
figura (5) (por analogia, grafico de fuerza) en el
instante de la primera conmutacion, y la apa-
rente contradiccién de la figura {5) que muestra
un cambio instantaneo en el voltaje de los con-
densadores junto con una funcion de corriente
continua (si bien gque no derivable) que perma-
nece en cero durante la conmutacion. La expli-
cacion para esta contradiccion aparente es que
en la figura (5) se muestra la corriente que cir-
cula por el inductor y no el impulso de corriente
entre los dos condensadores, que ocasiona la
variacién instantanea finita de voltaje.” La trans-
ferencia de cargas instantdnea entre los dos
condensadores implica una disminuicién de
energia como se vera en el siguiente item.

En la segunda conmutacién el cambio de con-
densadores sucede cuando estan descargados
de modo que entre ellos no hay ninguna trans-
ferencia de carga. El Unico efecto es el cambio
de la frecuencia de oscilacién.

3. Transferencia de carga instantanea entre dos
condensadores.

Considérese la conexidn de dos condensadores
¢, e ¢, con voltajes diferentes v, =4 /¢, ¥
v, = 4,./C; antes de la conexion. En elinstante
posterior a la conmutacién los vollajes deben
seriguales a Vv* = (g .+4,)/(C;+Cy . > Conside-
randc la conservacibn de la carga
g, +dy = q,-+q, lenemosque las cargas en los
condensadores después de la conmutaciéon son

1. El condensador “se opone a los cambios sibi-
tos da voltaje”, a menos que la correnle sea um
impulso, que es precisamente lo que sucede entre los
condensadores en el instante de la transferéncia de
las cargas

2. q]‘-ﬂ-q; = (‘llr'|'+l'.'71'|r';, = {vtﬂ'||+{.'}_:|'-"'i .



c
g, = 'Ir"*{'.'l = [eil= +.|:_||: }EI._*ITE ¥ [Bﬂ}

. ':HJ
;f; = ',l"('z = (g +q; }rl"'-_(-i {S.b}

Asi, tenemos una transferencia instantinea de
carga que implica un impulso de corriente con
intensidad_igual a la diferencia de las cargas,
esto es, J &, = Ag .

La energia antes de cerrar el circuito es
E =g zzcﬁqi /2C, e inmediatamente des-

pués es, considerando los resultados (8.a) y
(B.1),

. - 2 2

£ = gl.s20 4 41-:..(21‘.'1 = {4, -9,) FHC, + T

¥ por lo tanto la perdida de energia en la con-
mutacion es

(9, Cy-q, C.]':
T ST ©)

Si los dos condensadores son iguales, la ecua-
cion (9) se reduce a ArF = (g,. -4, )/4C Que se
hace cero si antes de la conmutacion las dos
cargas (o los dos voltajes) de los condensado-
res son iguales. En ese caso, en el instante de
cerrar el circuito no hay corriente, lo que sugiere
claramente que la pérdida de energia esta aso-
ciada al impulso de corriente de la transferencia
instantanea de cargas.

Esto es mas plausible estudiando el proceso de
transferencia de cargas entre dos condensado-
res conectados a través de una resistencia y
calculando la energia disipada en la resistencia
k durante el tiempo del transitoric. En el limite
cuando la resistencia tiende a cero tendriamos
nuestro caso de estudio. Considérese el circuito
descrito con cargas iniciales g,-#0 ¢, = 0.

g, .4,
En este caso la corriente es i() = —p—e

donde c, =C,C/(C,+C;) es la capacitancia
equivalente de los dos condensadores en serie
vistos desde la resistericia. La energia disipada
por la resistencia w = E:’mm es igual a

~teRC,
.

.1 G
W=, oie<oy (10)

que es la energia inicialmente acumulada en el
condensador. La integral que da como resul-
tado (10) no depende de la resistencia y coin-
cide con (S) en el caso ¢, - 0.

Obsérvese que la potencia
|

(g, 7€)
pry = — T

21I/RE,,

es una funcién impulsiva cuando # — -, esto es,
una amplitud infinita con una integral finita. Esto
responde nuestra pregunta basica sobre la per-
dida de energia en um modelo donde no existen
elementos disipativos. Asi, cologquialmente
podemos explicar la perdida de energia como el
resultado de un proceso limite de disipacién en
tiempo cero, de una potencia indeterminada for-
mada por una corriente que tiende a infinito a
través de una resistencia que tiende a cero.
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