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Abstract

This article is based upon the concept of epistemological obstacle, error and difficulty An
epistemological curriculum and cognitive analysis is carried out, with first semester
students, to try to determine the motives for the difficulties in the comprehension of the
concept of real number. Using the result of the analysis, suggestions for teaching the
concept of real number are made.

INTRODUCCION

La ensefianza y el aprendizaje del concepto de numero real genera muchas
dificultades en profesores y alumnos. Tradicionalmente en la ensefianza de las
matematicas, su procedencia se ha adjudicado a las capacidades intelectuales del estu-
diante, pero en los ultimos veinte afos, esta concepcion ha venido siendo desvirtuada
para situar la procedencia de las dificultades no sélo en las capacidades del estudiante,
sino también en el ambito escolar, en los factores externos a la propia escuela, los cuales
hacen parte del proceso de ensefianza y aprendizaje, y en la propia constitucién de los
objetos matematicos.

Particularmente la reflexion sobre la propia constitucion de los objetos matematicos,
es quién aporta de manera contundente para modificar el concepto de dificultad de
aprendizaje asociado a lo cognitivo y asociarla a dificultad conceptual surgida del propio
proceso de constitucion de los objetos matematicos.

De otro lado, desde la perspectiva curricular, la ensefianza del concepto de numero
real se introduce en los niveles de la Educacion Basica casi en todos los paises. En el
sistema educativo colombiano las secuencias y presentacion ordenada que le precede es
la construccién de los sistemas numéricos: naturales, enteros y racionales. El enfoque que
se privilegia es la presentacion de estructura algebraica, con énfasis en la utilizacion de
simbolos algebraicos y el manejo y construccion de operadores unarios y de operaciones
binarias de acuerdo a las necesidades que requiera cada sistema.

De otra parte as investigaciones en educaciéon matematica y especialmente las que
conciernen al aprendizaje, errores y dificultades ponen de manifiesto que la problematica
de la comprension del numero real reside principalmente en la comprension de
caracteristicas, procedimientos y conceptos que subyacen a la misma estructura logica
que lo define axiomaticamente. Estos estudios, fundamentados sobre posiciones
epistemoldgicas distintas a la concepcién de la matematica como producto, han conducido
a reformulaciones importantes y a planteamientos distintos sobre el tratamiento del
concepto de numero real en la secundaria. Asi, el aspecto puramente numérico, las
representaciones decimales, se ha convertido en los intermediarios para iniciar el camino
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a la comprension del concepto de numero real. Desde esta perspectiva, se propone
explicitar el caracter introductorio que presentan los reales en la construccion del continuo
matematico, para postergar su construccion como estructura algebraica a otros niveles del
sistema educativo.

Es en este sentido, que el objetivo de este trabajo presenta los resultados de un
estudio realizado para analizar los motivos de las dificultades que presenta la
comprension del concepto de numero real, desde un enfoque epistemologico, curricular y
cognitivo.

Obstaculos, errores y dificultades en el conocimiento matematico

La respuesta al interrogante formulado como titulo a este trabajo ;Qué hay detras de
las dificultades que presenta la comprension del concepto de numero real? sintetiza en
gran medida la presencia necesaria para la Educacion Matematica de estudios histéricos,
filoséficos y epistemoldgicos sobre las matematicas. Desde la perspectiva epistemoldgica
de G. Bachelard la nocion obstaculo epistemoldgico es asumida y re-construida para la
Didactica de las matematicas por G. Brosseau (1983). En las perspectivas
epistemolodgicas formuladas por Popper, Lakatos y Russell, L. Rico (1984, 1995)
reconstruye el papel del error en el aprendizaje de las matematicas.

Para situar al lector en la comprension e importancia de estos conceptos, y sus
interrelaciones, para la educacion matematica a continuacion describimos los
presupuestos en que se asientan uno y en otro enfoque.

Para Bachelard el acto de conocer presupone conocer en contra de conocimientos
anteriores, pues en general el proceso normal de construcciéon de los conocimientos ha
estado acompanado por la superacion de modos de conocer que no son adecuados para
enfrentar la solucién a nuevas situaciones y problemas que exigen cambios en la teoria
existente. Los conocimientos satisfactorios para resolver una cierta clase de problemas se
convierten en obstaculos en el pensamiento por cuanto se vuelven inadecuados para
asumir cambios en las teorias existentes.

Brosseau, en su teoria de los Obstaculos Cognitivos, sefiala que todos los estudiantes
poseen concepciones sobre determinadas nociones, que en algunas ocasiones se revelan
falsas, insuficientes, ineficaces o inadaptadas para la resolucidn de situaciones y
problemas lo que provoca errares repetitivos y resistentes, convirtiéndose en obstaculos
en el surgimiento de nuevas concepciones. En esta perspectiva, s claro entonces que la
manifestacion de obstaculos en los estudiantes es una manifestacion caracterizada por:

conocimiento y no ausencia de conocimiento

este conocimiento le permite producir respuestas y soluciones a determinadas
situaciones y problemas

a su vez, este conocimiento es el responsable de respuestas erréneas para otro tipo
de problemas.

Brosseau senala que los obstaculos se manifiestan en los estudiantes en los errores y
clasifica los obstaculos que se presentan en los estudiantes segun su origen en los
siguientes tipos:



De origen ontogenético: debido a limitaciones del sujeto en un momento de su
desarrollo. Este tipo de obstaculo esta asociado a las capacidades cognitivas del
estudiante.

De origen didactico: asociado al sistema de ensefanza en el que se encuentra
inmerso el estudiante (curriculos, textos). Se localizan en decisiones del sistema
educativo o en las del profesor en el aula.

De origen epistemoldgico: asociados al conocimiento matematico, se encuentran en
La evolucion de los conceptos y hacen parte del significado del mismo.

Esta clasificacion, permite a la Didactica de las Matematicas desligar la can natacion
cognitiva exclusiva del significado de dificultad. Los origenes didactico y epistemoldgico,
por su parte propician vias de solucién para su tratamiento.

Desde la perspectiva epistemologica que se preocupa par la falibilidad del
conocimiento (popper, Lakatos), se reconoce que el error’ es una posibilidad permanente
en la adquisicion y consolidacién del conocimiento” (Rico, 1984, p. 188); su estudio debe
incluir las condiciones que lo hacen posible y las funciones que desempefia en el dominio
y avance de la ciencia. Particularmente Lakatos, en su estudio sobre el descubrimiento y
elaboracion de conceptos matematicos sostiene que los errores son parte del proceso
usual de construccion de los conocimientos matematicos. Por consiguiente, el proceso de
construccion del conocimiento matematico debe incluir el diagndstico y la superacion de
los mismos.

En el terreno de la practica, es en los procesos de aprendizaje, donde se manifiestan
los errores y las dificultades. Estas ultimas emergen cuando la solucion de un problema
exige el enriquecimiento estructural del concepto, es decir, cuando se precisa un cambio
importante en la teoria matematica correspondiente para solucionar el problema (El
Bouazzoui, 1988).

Estas contribuciones y sus respectivas reconstrucciones para la educacion ma-
tematicas traen consigo serios cuestionamientos al tratamiento y valoracion con que la
ensenanza de las matematicas ha manejado los errores y las dificultades. Respecto al
tratamiento, este no puede ser asumido ni por explicaciones cada vez mas claras y
precisas ni tampoco, por la ejercitacion repetitiva y tediosa. Muy al contrario, lo que se
precisa es de rupturar la satisfaccion de un conocimiento que ha servido para solucionar
ciertas situaciones, por tanto es a través de la construccion de actividades de aprendizaje
novedosas y cuestionadoras, parlas que se logra tal ruptura.

De igual forma la valoracion del error y la concepcion sobre dificultad, puede llegar a
establecer la linea divisora entre estereotipos de profesor (Rico, 1984). En la linea
convencional, sesgada por la herencia de las capacidades necesarias para aprender
matematicas, el error y la dificultad son consideradas como el dato objetivo que
demuestra el desconocimiento o la ignorancia del estudiante. Por tanto debe ser corregido
o penalizado. Para un profesor que comparte los planteamientos modernos descritos, el
error es la muestra de un conocimiento parcialmente construido resultado de un proceso
en curso, a cuya evolucion el profesor debe contribuir evitando las sanciones” (Rico, 1984,
p. 186).

Finalmente cabe sehalar que el reconocimiento al error como parte del proceso de
construccion del conocimiento le otorga una dimensidn positiva, pues es una



manifestacion de conflicto cognitivo entre conocimientos anteriores y las situaciones
nuevas, lo que conduce a crear situaciones para reorganizarlas y ajustarlos con el fin de
producir un aprendizaje significativo para el estudiante.

Retomando el papel del error en la construccion del conocimiento y la clasificacién de
sus origenes en la perspectiva de la didactica, a continuacién se expone el motivo de las
dificultades para comprender el concepto de numero real.

Los motivos de las dificultades: ¢ el origen epistemolégico?

Para identificar las dificultades de origen epistemolégico en la construccion del
concepto de numero real, nos hemos basado en los estudios que sobre dicho concepto y
sobre el continuo matematico y la continuidad han realizado Romero (1996, 1997) y Rigo
(1995) con el fin de establecer los problemas, nociones, procedimientos y conceptos que
han estado presentes en la constitucion del niumero real.

Romero identifica las siguientes tres etapas histéricas cruciales en la constitucion del
concepto de numero real:

Descubrimiento de la irracionalidad: realizada en el contexto de la matematica griega,
mas precisamente en el terreno de la medicién de longitudes. Surge cuando no se puede
plantear la existencia de longitudes cuya relacion no puede expresarse en términos de la
relacion de enteros” (Gadiner, citado por Romero, 1997, p.66). La segunda etapa la situa,
en el seno de la discusion que generd el tratamiento de si los decimales infinitos no
periddicos eran numeros o no, a raiz de los desarrollos realizados por Stevin (s.XVI) sobre
las fracciones decimales. La tercera etapa, la identifica con la “construccién formal del
concepto del numero real” (s. XIX). Romero senala: esta etapa se caracteriza por la
fundamentacion légica que realiza Dedekind, sobre el numero irracional y las realizadas
por Cantor y Weirstrass sobre el niumero real.

De la primera etapa, se puede deducir que el problema de la irracionalidad es un
problema que surge en un contexto muy especifico, el de la geometria griega, de
medicion tedrica, pero en él mismo subyace el problema de los procesos infinitos.

En lo que concierne a lo numérico la irracionalidad también aparece asociada y
justificada por los radicales cuadraticos, su existencia se reduce a la demostracién por
reduccion al absurdo. Pero en este tipo de presentacion se elude de nuevo el problema
del proceso infinito. A su vez, las notaciones decimales también enfrentan el problema del
de los procesos infinitos y del infinito actual.

Finalmente aparece la relacién entre el numero real y el continuo numérico. Esta
ultima enfrenta de nuevo al problema del infinito actual y la analogia con las propiedades y
operatividad del continuo geométrico ideal.

Rigo (1993, 1995) desde la perspectiva de la construccién del continuo matematico
describe la relacion entre la construccion del concepto de numero real y la construccion
del continuo numérico. Rigo, en el estudio sobre Dedekind, identifica cdmo a través de la
construccion del concepto de numero real introduce la definicion aritmética de la
continuidad; construye primero, de manera logica y axiomatica la continuidad de la recta
geométrica, para pasar a construir una estructura numérica con las mismas propiedades
de la recta, y establecer el isomorfismo entre el continuo y la recta.



Los procesos y la operatividad que subyacen en estas construcciones son la
actualizacion de procesos infinitos y la aceptacion de conjuntos actualmente infinitos.

El problema del infinito y la aceptacion de la actualidad tanto al exterior como al
interior se presenta como el concepto clave en la construccion del concepto de numero
real, su evolucion conceptual es parte esencial de esta construccion, por consiguiente
amplia de manera sustancial la mirada que desde la perspectiva educativa de las
matematicas debe hacerse para establecer los obstaculos que se presentaron en la
construccion de dicho concepto, pues como tal infinito mismo se torno en un problema
para su constitucion.

Una mirada a diversos estudios histéricos y epistemoldgicos (Moreno y Waldegg
1991, Arboleda y Recalde, 1993; D’ Amore 1996) sobre la evolucidén conceptual del infinito
permite afirmar que desde las postulaciones de Aristételes se acepta el infinito en
extension y el infinito al interior solo de manera potencial, es decir sin existencia por si
mismo. Euclides al concebir la serie de numeros naturales como resultado di un proceso
iterativo, mediante el cual se genera un nuevo numero en cada paso, da cabida a esta
idea sobre el infinito. Con el desarrollo de la nueva cosmologia, (de mundo geocéntrico, e
incluso antropocéntrico de la astronomia griega y medieval al mundo heliocéntrico) que se
inicia con los trabajos de Keppler y Galileo, el problema del infinito se torna de orden
metafisico. A la concepcion de un mundo ordenado finito se impone la concepcién del
universo indefinido, aun infinito, que se unifica mediante leyes y no por la subordinacion
natural, lo que contradecia el caracter que se le adjudicaba desde la mitologia griega,
pertenecia s6lo a los dioses.

En la aceptacion de procesos infinitos potencialmente subyace la hipdtesis de la
prolongacion indefinida del tiempo, lo que se convierte en un obstaculo para la
conceptualizacion del infinito actual, fundamentado sobre operaciones ldgicas
atemporales, desligadas de un orden cronoldgico. Para Moreno y Waldegg, la aceptacion
de la matematica griega de los procesos infinitos como acciones cuyo punto final no
existe, y por consiguiente la aceptacion del infinito potencial es la base para desarrollar
nuevos objetos conceptuales como es el del infinito actual. La construccion de este nuevo
ente matematico es totalmente distinta a la concepcién de los entes particulares que
producen los procesos infinitos.

Con los acercamientos descritos a la estructura compleja que conforma el concepto
de numero real y teniendo en cuenta que la matematica escolar reconstruye de manera
distinta la naturaleza del conocimiento matematico (Chevellard, 1991), somos conscientes
que los obstaculos epistemoldgicos por si solos no pueden se trasladados hacia los
procesos de aprendizaje, ellos deben ser integrados a los resultados que desde los
estudios cognitivos y desde las otras disciplinas se conforman para especificar lo
propiamente didactico. Por tal razén, en el caso que nos ocupa, abordamos a
continuacion la naturaleza institucional, como se presenta en e curriculo colombiano el
concepto de numero real.

Las dificultades en la propuesta curricular

El saber escolar, que aparece en los programas curriculares y en los textos ha sufrido
una serie de adaptaciones en los que se manifiesta, entre otros aspectos concepciones,
obstaculos y dificultades, todas ellas relacionadas con el saber cientifico, en nuestro caso
matematico (Chevellar, 1991), por tal razén su analisis nos puede permitir extraer



consecuencias pertinentes para ampliar el campo de indagacion sobre el interrogante
formulado al inicio de este trabajo. Particularmente, en la ensefianza de las matematicas
se han identificado concepciones historicas presentes en las distintas reformas
curriculares realizadas. Especificamente, la reforma conocida como la Reforma de la
matematica Moderna, que introdujo la ideologia Bourbaki como filosofia en los curriculos
para la ensefianza de las matematicas en la primaria y la secundaria, trajo como
consecuencia la concepcidon de presentar a los conceptos matematicos desde su version
mas abstracta, concediéndole prioridad al manejo riguroso de la notacion simbdlica, a la
teoria de conjuntos y a su lenguaje como unificador y, a la version axiomatica del algebra,
entre otros aspectos.

Las reformas curriculares en el pais no han estado exentas de estas posiciones, el
Marco general que describe las caracteristicas de la Renovacién Curricular (Ministerio de
Educacion Nacional, MEN, 1991) y aun vigente para el sistema educativo, comparte esta
concepcion pues considera que para la comprension de conceptos y procesos
matematicos se requiere de un minimo de teoria de conjuntos y la introduccion de un
minimo de simbolismo formal a lo largo de toda la Educacién Basica, (MEN, Marco
General, Matematicas Propuesta de Programa Curricular, 1991, p. 8). En lo que se refiere
a la presentacion de los sistemas numéricos, estos se abordan desde el enfoque de
sistemas, como enfoque que suministra una organizacién o estructura de caracter general
para el area ( MEN, 1991, p.13). Especificamente, para los numeros reales se formula una
propuesta de construccion en el grado octavo y el sistema de los numeros reales se
formula para el grado noveno. La construccién se realiza mediante el enfoque de
operadores ampliadores y reductores de longitudes. La propuesta incluye también el
tratamiento a la conmensurabilidad y la inconmensurabilidad, especial atencién merece
algunos casos de inconmensurabilidad de longitudes. Y agrega la introduccion de
nociones del algebra como un sistema simbdlico necesario para obtener simbolos para los
resultados, a través de la mera manipulacién de los simbolos de los argumentos” (MEN,
1991, p. 33).

Se inicia la propuesta de aproximacion a los reales, con la identificacion de
operadores ampliadores y reductores de longitudes, haciendo énfasis en la necesidad de
insistir en la “construccién de operadores ampliadores y reductores conceptuales,
construidos por el cerebro”, (MEN, 1991, p. 35) puesto que se considera crucial esta
construccion para la comprensién del sistema conceptual de operadores vy
transformadores con sus respectivas operaciones y relaciones y los sistemas simbdlicos
que se utilizan para representar los numeros reales.

En cuanto al tratamiento de la conmensurabilidad, el modelo didactico es de orden
teoria practica, pues se sefala que esta debe formularse tedricamente para verificarla
empiricamente la hipotesis. Esta forma de abordar la conmensurabilidad, hace a un lado
el trabajo con estimaciones y aproximaciones de medida, lo que interesa es la existencia
de un operador ampliador o reductor racional que permita expresar una de las longitudes
en términos de la otra. Asi mismo se llama la atencién para identificar relaciones, binaria,
simetria que existe entre las dos longitudes y aun transitiva y reflexiva. Llama la atencién
para sefialar que los ampliadores y reductores actuan como transformadores para
cualquier longitud, pues si no se tiene en cuenta esta caracteristica las longitudes que
aparentemente son conmensurables en la practica no lo seran en la teoria.

En particular el tratamiento de la inconmensurabilidad se centra en la demostracion
del Teorema de Pitdgoras, desde situaciones geométricas de medicion, para
posteriormente introducir ampliadores y reductores no racionales. La demostracion de



operadores irracionales como V2 se realiza recurriendo a la demostracién por el absurdo.
Luego se utilizan ampliadores como V3, V5, .. .con construcciones geométricas elaboradas
sobre rectangulos.

Una consecuencia didactica que se deriva, es la de plantear la irracionalidad en este
contexto, pero a las practicas de medicion en este contexto debe preceder practicas con
instrumento como la comparacion de longitudes, pues de otra manera es casi imposible
constatar la condicibn de inconmensurabilidad sobre figuras. Estos ampliadores son
también identificados como las raices cuadradas de numeros primos, se identifica las
raices cuadradas de numeros compuestos como no racionales, pero unicamente se
sefala que la demostracion de que no son racionales “no es tan facil”. Con esta
presentacion se sugiere a los profesores la conveniencia de que los estudiantes “busquen
un numero suficiente de operadores irracionales tanto ampliadores como reductores hasta
caer en la cuenta de que no se puede hacer una lista completa de estos y de que el
cerebro puede seguir construyendo muchos mas “(MEN, 1991, p. 44).

La representacion en la recta graduada, se asume desde su continuidad intuitiva, lo
importante es fijar un origen, determinar una longitud unitaria par representar
ampliaciones y reducciones racionales e irracionales de la longitud unitaria. Lo importante
sefiala el documento, es “domesticar la recta” es decir fijar el origen y determinar la
longitud unitaria. La construccion de los reales se completa con la presentacion de
operadores reflectores, simbolizados - ( ), estos se clasifican en reflectores ampliadores
del tipo, -V2, -V3... y en reflectores achicadores del tipo V2

2

Para la presentacion oficial de los numeros reales el documento senala, que hay que
“olvidarse del caracter activo de estos operadores reales, para obtener el conjunto
numérico de los numeros reales” (MEN, 1991, p 48), ya continuacion sefiala que es a este
conjunto se le simboliza usualmente con la letra ®, La simbolizacion de estos numeros se
identifica con simbolos como £ n con las notaciones radicales que son raices indicadas
‘no expresables exactamente con fracciones ni con decimales infinitos”. Conviene
subrayar que en esta presentacion es la primera vez que se alude a los decimales como
formas de expresion de numeros, mas simbdlicos de operadores racionales y de los
reales. Sobre la base de este presupuesto, se presentan las expresiones decimales como
otra forma de representar las fracciones decimales. Se relaciona asi al operador racional
con expresiones decimales periddicos o decimales infinitos periddicos. Sobre esta relacidon
entre representaciones de expresiones, se formula la pregunta “,Existira algun decimal no
periodico e infinito? De ser asi ¢ qué clase de numero representarla?” (MEN, 1991 p. 51),
el texto se contesta sefalando que si existen y también las reglas para obtenerlos, da
ejemplos y a estas expresiones las denomina representaciones de un operador irracional.

El problema de la representacion de operadores reales en su version decimal en la
recta, es abordado desde la posibilidad de “continuar representando indefinidamente
numeros” reales sobre la recta que se asume doblemente infinita, por la posibilidad de
prolongacion indefinidamente en ambos sentidos. El acento de la herramienta del
microscopio, subdivision de intervalos en la recta para numeros irracionales, se utiliza
para obtener expansiones decimales.

En general puede afirmarse que este tipo de presentaciones de los numeros reales,
es coherente con la concepciones de la reforma de la matematica moderna para a
educacion matematica por cuanto mezcla concepciones que subyacen en la presentacion
del saber matematico escolar como un conocimiento sesgado por el interés tedrico,



riguroso y en busqueda de la precision que estuvo presente en el pensamiento griego de
la matematica y en la filosofia que impulso la reforma de las matematicas moderna. Un
ejemplo lo constituye los llamamientos implicitos que hace el texto para identificar y
distinguir el interés por las mediciones exactas, identificandola “como un valor que la
humanidad ha tenido en alta estima” y relegando al problema de la aproximacion y
estimacion a la practica de la medicion.

Esta presentacion de las matematicas asumio que la formulacion de las matematicas
escolares solo era cuestion de un isomorfismo con la matematica cientifica. De aqui, que
se traslade a ellas cuestiones tan profundas y tedricas como el problema de la
conmensurabilidad e inconmensurabilidad, desligada la primera de la presentacion de los
problemas en el terreno de la medicidn y el tratamiento que se da a la misma en el terreno
geométrico. Este tipo de presentaciones trae consigo, lo que Chevellard denomina
necesidad de recurrir a evidencias, para hacer ver la ausencia de conceptos que aun
hacen falta para completar la definiciéon y tratar con esta herramienta de evitar las
confusiones que pueda presentar la definicion. Un ejemplo claro de esta situacion es el
continuo llamado que hace el texto para reiterar que el operador es una cuestion de
cerebro y el llamado a olvidar el caracter activo de los operadores reales, en donde
operador real significa objeto concreto.

Las dificultades que presentan los estudiantes

Este aparte del presente estudio, deberia ocupar el primer lugar de exposicién en el
trabajo por cuanto es el motivo que origind la indagacién que hemos descrito. En a
practica, como docentes de matematicas para estudiantes que ingresan a los programas
de formacion inicial de profesores en ciencias y matematicas nos encontramos que uno de
los nucleos centrales de la ensefianza de la matematica en el primer nivel, es
precisamente el numero real, desde su estructura algebraica, campo ordenado o como
estructura numeérica que completa otros sistemas numéricos.

El acento que se coloca en uno y otro enfoque, es en el sistema simbdlico algebraico
pero, la realidad cognitiva de los estudiantes para pensar e interpretar los reales muestra
la profunda contradiccion entre la estructura ideal e incuestionable de los reales y las
nociones, ideas y concepciones de los estudiantes

Esta contradiccion se expresa de diversas formas, por ejemplo, donde los reales
requieren ser usados en cuestiones elementales para estos niveles, como es el trazado
de graficas de funciones de variable real o el trabajo con sus representaciones decimales.
En la primera situacién, hemos encontrado que en el uso para el trazado de graficas de
funciones de variable real, este ultimo atributo de la funcidén no tiene significado alguno
para los estudiantes porque en situaciones de construccion de la grafica, via traduccion
ecuacién-grafica, los numeros que utilizan son los enteros, sin embargo la grafica es
siempre continua, por el supuesto intuitivo de la continuidad de las rectas geométrica que
conforman el sistema cartesiano.

En cuanto al uso de las representaciones decimales también podemos afirmar que
como han demostrado las diversas investigaciones realizadas al respecto, las ideas y
nociones de los estudiantes actian a manera de obstaculos para aceptar que expresiones
como 0.333..., puedan ser consideras como numeros. A lo anterior se agrega, que la idea
de numero se encuentra asociado a la de cantidad, portal razon, utilizando términos



matematicos el conjunto numérico mas aceptado es quiza el de los racionales. Ademas el
significado de la palabra real en el uso diario se arrastra hacia la matematica.

En términos generales, estos desencuentros entre las nociones de los estudiantes y
la enseflianza de estructuras matematicas ideales, como la del numero real nos condujo a
indagar sistematicamente para construir una investigacion, la cual se ha orientado hacia el
estudio del Calculo como un campo conceptual.

Como una primera respuesta a las cuestiones formuladas para caracterizar el campo
conceptual del Calculo, elaboramos un cuestionario, tomando como referencia los
construidos por investigadoras como Rigo y Romero especificamente, con el fin de
realizar un estudio descriptivo y cualitativo de las dificultades asociadas a la comprension
del numero real. Asumimos la comprensién de los conceptos matematicos desde la
perspectiva de Sierpinska, (1994) para sefalar que las posibilidades de la comprension de
conceptos matematicos se encuentran determinadas por la coordinacién de sus diversos
registros de representacion. También acogemos la propuesta que diversos investigadores
han elaborado (Kaput, 1992; Duval, 1993) para establecer que a un mismo concepto
estan asociados diversos sistemas de representacion, semioticos para Duval.

Con base en estas consideraciones, el instrumento utilizado se estructuré un
cuestionario sobre los siguientes items:

Contenido Dificultad

Idea sobre el numero real Asociada al adjetivo real
Numero como cantidad.

Identificacion de representaciones Como entes no numéricos
de numeros reales Como procesos que no terminan.

Correspondencia de representaciones | Como aproximaciones de numeros reales.
decimales de numeros reales y puntos | Asociadas a adjetivos de los decimales,
en la recta periodicos infinitos.

Procesos infinitos y limite Lo indeterminado.

Asociado a un conjunto con infinitos
elementos.

Asociado a la accion particular que produce
el proceso.

Estructura de la recta geométrica Recta como conjunto de puntos discretos.
Recta como puntos ordenados por el
siguiente.




En el momento de resolver el cuestionario, los estudiantes se encontraban tomando
el curso de Fundamentos y un curso paralelo de Calculo 1, en el cual se aborda también
como primera instancia la ensefanza de los numeros reales como campo. El analisis que
ha continuacién se describe esta basado en las respuestas de 32 estudiantes al
cuestionario.

a. Idea sobre el numero real

Esta pregunta inicia el cuestionario, con ella se busca conocer la idea o nocién que
manejan los estudiantes sobre el numero real, no necesariamente ligada a objetos
matematicos.

Casi la mitad de los estudiantes asocian el numero real con la idea de numero como
cantidad pues esta “construido por la abstraccion de fendmenos fisicos”. Esta idea es
coherente con la otra mitad de estudiantes para quienes el adjetivo real es indicacién de
objetos tangibles pues “representan objetos de la vida diaria’.

b. Identificacion de numeros reales

Esta pregunta pretende establecer la coherencia de la idea de numero real con los
ejemplos asociados a representaciones propias del nimero como son las notaciones V2,
V3, n Las respuestas de los estudiantes se sintetizan en justificaciones como:

“no porque son numeros infinitos y no son periodicos”

explicitando el conflicto de aceptacion de propiedades periédico, no periédico de los
decimales, como si el término peridédico evitara el infinito, ésta inicia el Camino para
enfrentar numéricamente el problema de infinito potencial, puesto que sin son periddicos
son representaciones de racionales.

c. Correspondencia entre representaciones decimales de reales y puntos en la recta
numérica

Con la respuesta a la pregunta existen puntos en la recta que les correspondan
numeros como 0.666..; n = 3.14159; 2,14987..., se busca ampliar el campo de conflicto
que representan las propiedades de los decimales descritas ademas de establecer la
correspondencia entre ellos y la recta numérica. Las respuestas son coherentes con las
del item anterior puesto que la posibilidad de representacion esta supeditada a los
atributos descritos:

Los numeros periodicos no tienen punto en la recta

No se pueden ubicar porque son infinitos no periédicos

Si se pueden situar con un compas lo mas proximo posible,
pues es un numero decimal periddico

ésta ultima respuesta identifica la contradiccién entre aceptar que ciertos numeros si son
reales, pero las representaciones decimales son so6lo aproximaciones a ellos.

Las justificaciones también ponen de presente el problema entre el infinito potencial,
denotado por los puntos suspensivos o por la propiedad peridédica o no periddica de las
expresiones decimales que denotan procesos y la actualizacion del infinito.



d Procesos infinitos y limites

Con las respuestas a la pregunta si la suma de 1/2 + 1/4 + 1/8 + 1/8 +... es un
numero, de nuevo se explicitan las concepciones de infinito potencial que generan la
flotacion que expresa procesos infinitos. Entre las justificaciones formuladas por los
estudiantes citamos las siguientes por considerarlas representativas de las respuestas de
los estudiantes:

como la serie indica infinito y el infinito no se tiene, no habra respuesta Asociada a la
idea de infinito potencial determinada por la notacion de los puntos suspensivos.
Justificaciones como:

Esta suma es infinita porque a xxx se amplifica por 2 y al resultado otra vez por dos
hasta el infinito colocan el acento del infinito potencial en el proceso de prolongacién
indefinida generada por la accién de amplificacion y los puntos suspensivos. Respuestas
como:

esiguala 1/a

muestran que la idea queda supeditada a elemento particular que produce la accidon que
genera el proceso infinito.

e. Estructura de la recta

La recta geométrica ha sido tomada como modelo ideal de continuidad en la
ensefanza de las matematicas. Sin embargo, para hacernos una idea de como los
estudiantes conciben la estructura de la recta, segmentos o puntos y la forma como estos
se relacionan entre si, se preguntdé a los estudiantes por su estructura, utilizando la
herramienta del microscopio para ampliarla. En un primer momento, cuando no sé tenia el
microscopio los estudiantes identificaron puntos, uno detras de otro. Con la herramienta,
dibujaron la recta y circulos tangentes entre si. Cuando se les pregunto si entre los
circulos tangentes existian puntos, todos coincidieron en afirmar que entre dos gordos
tangentes, no existe ninguno. A lo que se suma la idea de puntos de gordos como atomos
indivisibles. Para algunos estudiantes, la organizacion de los gordos, conserva el orden
del siguiente en los numeros naturales.

Como se puede deducir de las justificaciones y respuesta que los estudiantes
formulan, se concluye que manejan términos del lenguaje matematico, pero que el
significado de los mismos no ha sido aprehendido, quizéd porque la ensefianza ha
enfatizado sobre el conocimiento de la gramatica de las definiciones en detrimento de su
comprension.

Consideraciones finales

El analisis que hemos realizado proporciona argumentos razonables para identificar
que el problema de las dificultades que presentan los estudiantes en la comprensién del
numero real, no obedece exclusivamente a condiciones ontdgeneticas, es mas de orden
didactico, de su relacion con los obstaculos epistemoldgicos propios de la evolucidon
conceptual y de su transposicion como conocimiento matematico escolar. Por estas
razones, la solucion no puede ser entendida en el sentido de reorganizaciones de orden
didactico, de permutaciones de orden, primero numeros decimales, despueés..., o de su



expulsion del sistema didactico, creemos que la solucion esta dada, entre otros aspectos,
por la posibilidad de una reflexiéon profunda sobre cuestiones como el cuestionamiento a
que la ensefanza de las definiciones no arrastra consigo la comprensién del concepto, al
contrario es necesario considerar la construcciéon de vias de acceso para incluir las
nociones y procedimientos que condujeron a su formulacidn como objeto matematica
ideal; que un concepto solo adquiere significado en el marco de sistemas de conceptos.

De otro parte, tal como lo demuestran las diversas investigaciones citadas sobre
procedimientos, nociones y conceptos que confluyen para la comprension de los reales,
las intuiciones en los estudiantes se forman debidas mas en buena parte a la experiencia
y persisten a pesar de las presentaciones formales de la definicion. La ensefianza aun de
objetos matematicos complejos, no comienza en un terreno virgen, los estudiantes tienen
ya un cierto numero de ideas, de intuiciones y a pesar de que participen en la formulacién
de definiciones en la clase no desaparecen, son resistentes al cambio. Por tales razones
es necesario abocar la Construccion de matematicas escolares que ademas de
sustentarse sobre el desarrollo historico de los conceptos, delimite ventajosamente, como
expresa Chevellard, en el sentido de resumen mejorado, toda la riqueza de desarrollos
fecundos y a veces olvidados de la construccion histérica (1983) y se integre en el marco
de las condiciones en que se lleva a cabo el proyecto social y cognitivo de la ensefianza
de las matematicas.
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