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Abstract

Using predicates with values in a Heyting Algebra H, a generalized notion of set, denoted
H-set, is constructed. The algebraic structure of this sets and the notions of product and
relations between them is studied.

INTRODUCCION

Asi como la légica asociada al algebra de Heyting 2, permite construir la teoria de
conjuntos clasica, cualquier otra algebra de Heyting H permite construir por analogia
teorias que llamaremos de H-conjuntos [8], los cuales estan definidos por predicados
cuyos valores de verdad son los elementos del conjunto H y donde las proposiciones que
ellos generan pueden conectarse mediante las operaciones (A ,,Y— ), propias del algebra
considerada. En estas teorias es posible desarrollar conceptos que generalizan nociones
entre conjuntos como las de producto, relaciones y funciones, etc.

A pesar de que el conjunto de valores de verdad de H permite incluir casos como el
del intervalo real [0,1] y que las operaciones (A) e (V) a definir coinciden con las de la
I6gica difusa [3], esta teoria difiere de aquella por no considerar definido un complemento
y por considerar el operador (—) como el adjunto a derecha del operador (*).

1. ALGEBRAS DE HEYTING

En esta seccion se presenta la nocion de algebra de Heyting, se observa la forma
como de la misma manera en que el algebra de Boole 2 aporta su estructura a u= (x), la
estructura de un algebra de Heyting H se extiende al conjunto de funciones con rango en
H y dominio en un conjunto X y al conjunto de H-conjuntos con ellas asociado.

1.1 Definiciéon

Un reticulo H es un conjunto ordenado en el cual para cada dos elementos a, b € H
existe el extremo superior (notado a vV b) y extremo inferior (a A b). [9].

Un reticulo H tiene exponenciales si para cada dos elementos a, b € H existe un
elemento y € H tal que x <y si y solo si x A a < b. La exponencial de a y b, también
conocida como la implicacion entre ay b, es notada a — b.
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Un reticulo H tiene elemento minimo, si existe 0 € H tal que para cada a € H se tiene
que 0 < a.

Un reticulo H tiene elemento maximo, si existe 1 € H tal que para cada a € H se
tiene que a <1.

Un algebra de Heyting H es un reticulo con exponenciales que posee elemento
minimo.

En un algebra de Heyting H, el pseudocomplemento de un elemento a € H, notado
~a, se define comoa — 0

1.2 El algebra de Heyting H*

Sea H un algebra de Heyting, el conjunto H* de funciones de X en H es también un
algebra de Heyting definiendo:

i) a< u siysolosi(%x)(a(x) <y (x))

i) (xAp) (x)=2a(x) A p(x)

i) (A ) (x) =2a(x) ¥ y(x)

iv) (A —p) (x)=2(x) > p(x)

Los elementos minimo y maximo del reticulo son respectivamente las funciones 0(x) =
0,vy, 1 (x) =1. El pseudocomplemento esta definido por la funcion (-2 ) (x) =~ a(x)y la
igualdad por a =y siy solosi(7x)(a(x)=pu(x)).

El orden definido en H* corresponde al orden producto en HX, es decir, componente a
componente. Si H={0, 1}, H* es isomorfo a u= (X).

El conjunto H* puede interpretarse como un conjunto de predicados polivalentes [7]
(tantos valores como elementos tenga H) definidos sobre un conjunto X.
1.3 El algebra de Heyting de los H - Conjuntos

Dados dos conjuntos X e Y, toda funcion a: X — Y define una funcion

A =2 (Y) & o= (X)
Boa' (BY{XE€ X :a(x)€ B}

Como las partes unitarias de Y son isomorfas con Y, si consideramos una funcion a1 €
. .y | . . . .y
Y*, la restriccion de a' a las partes unitarias de Y nos define una funcion

()" Y = o= (X)
h— () (h)=a"({h}).

Si llamamos Ay, = (3)* (h) para cada h €Y, entonces



X =UA,yArs NAc =@ sih#k

es decir, la coleccion { A, : €Y } es casi una particion del conjunto X, salvo que en este
caso, los A, no necesariamente son diferentes de vacio.

El conjunto

N x={2":H- 0= (X),2 € H}

Es también un algebra de Heyting, donde:

i. a° < p°® siysolamentesi a <y
i 2% A pt=(a Ap)°

jii. 2* A p*=(avp°

iv.2* - p*=(a2 - p)°

Los elementos minimo y maximo del reticulo son respectivamente Oe y 1e, el
pseudocomplemento de 2° es -21° = (-2® ) y laigualdad por 2* = y°® siy solamente Sia=p

Los elementos de A°® los llamaremos H — Conjuntos sobre X.
De esta manera, a cada predicado H-valente a2 € H*, se le asigna un H-conjunto
sobre X.

En particular si
H=n={0,1/(n-1),2/(n-1),3/(n-1),..., (n-1)/(n-1)=1}

con el orden inducido por el orden usual de los numeros racionales del intervalo [0, 1], H
es un algebra de Heyting, las operaciones A, Y son las usuales dadas por el infy el sup
respectivamente, la implicacion entre p y g esta dada por la férmula [4]

1sips<gq
p—q=
qsig>p

Cada funcién 2a: X n, determina un n -conjunto 2* que puede identificarse con la
n-upla (A1, A(n-2)/(n-1), veny Ao), donde A = { XA (X) = i/(n-1) }
i 1e—1>
[

En esta coleccion A* de n-conjuntos, [6] dados A* = (Aq,..., Ag) y B® (B1,..., Bo), las
operaciones basicas entre ellos en términos de sus componentes estan dadas en la tabla
1, donde ( )n representa la componente h del H-conjunto asociado a la operacion
correspondiente.

2. H - Definiciones

Una definicion en légica bivalente es una expresion de la forma A < B donde A es un
término nuevo de una teoria y B es una expresion con sentido completo en el lenguaje de
la teoria (una formula bien formada). Estas formulas son proposiciones, decir tienen
valores de verdad verdadero o falso. Generalmente no es necesario explicitar mas que



uno de estos valores (lo que es el término definido) puesto que al hacerlo el otro queda

plenamente identificado debido a que sélo hay dos valores posibles y el uno es el
complemento del otro.

1=
1=
B

Ny

A A AB' (), = [H(AﬁﬂBk)]U[H(BhﬂA; )J

k<h

()h :U(AAnUBj) sih#0

k<h <k

( o = U(BonAk)

)0 = UA.&

k20

En el caso de que un algebra de Heyting H tenga mas de dos valores, una proposicién
tiene tantos valores de verdad posibles como elementos tenga H y por lo tanto cada
definicion en este contexto es multivalente y da lugar a tantas definiciones bivalentes
como elementos existan en H. Ya no solo es necesario decir que es un objeto, sino se
hace necesario decir que “1/2 es”, etc. Precisamos esto en lo que sigue.

2.1 Definicion polivalente

Si partimos de predicados sobre un conjunto X, ellos nos dan lugar a proposiciones
mediante el uso de cuantificadores propios del algebra H, definidos por:

(Y x)(p(x) )= inf {p(x)}
xXEX

(3x) (p(x)) = sup {p(x)}
xXEX

Por ejemplo, si consideramos H = n, la definiciéon de igualdad entre predicados sobre
un conjunto X, da origen a n definiciones bivalentes asi:

p = «q si y solamente si

("x) (p(x) < q(x) )=k



las cuales, de acuerdo con las definiciones dadas para el cuantificador universal, son
equivalentes a:
p = «q si y solamente si

inf {p(x) = q(x)}=k

x €X
y si
An, ={x:p (x) =h} y Bn{x:q(x) = h}
son los subconjuntos asociados con cada uno de los predicados p y q respectivamente,
esto es, cada una de las componentes de las n-uplas que identifican a los H-conjuntos,
entonces la definicion de k-igualdad corresponde al par de condiciones:

a) 9 xp € Xtales que

pP(Xa) < q(xo)= k

b) X cU (N(aNB) U(U(ANB)=((UA) N (UB)U(U (A NB)

J=z2K J=K

En general, llamaremos H-Definicién a una proposicion de la forma p <~ q donde p
es un término nuevo en la teoria y q es una proposicion construida con los términos del
lenguaje permitidos por la I6gica de H.

Presentamos dos ejemplos basicos de ellas: la H-igualdad y la H-contenencia entre H-
conjuntos.

2.2 H -lgualdad entre H - conjuntos

Dos H - conjuntos 2* y p°, son H-iguales siy solo si (7 x) ((a(x) < M ( x))1, notado 2°
= u°® diremos que son k- iguales, notado 2* =¢ u°, siy solo si

(Vx) (a(x) & W (x)) =k
Esto significa que:
a* = u°, siy solamente si
inf {2 (x) o (x) }
x €X
lo cual en el caso H =_n, es equivalente a que:
i) 3 xo € Xtales que

2 (X0) <> M (o) = K



i) ¥x€ Xy (A(X) P (X)=k

Si escribimos A®*=21° y B®=pu® como n-uplas, las anteriores condiciones toman la
forma:

) (AoB)=(UMNB)U(UBNA)# @

>k >k

i) X U(AB)=(UyNB)U U @ENA)

2.3 H- Contenencia entre H - conjuntos
Dados dos H-conjuntos A*=21° y B°® =p°® diremos que A°® esta H-contenido en B*;

notado A® < B®, si y solo si (¥x) ((a(x) & M (X)), y que A®* esta k- contenido en B®;
notado A°® < B® siy solo si

(%) (a(x) & p(x) =k
Es decir,

A°® 5, B® siy solamente si

inf {2 (x) ou(x) }=k

x €X
lo cual en el caso H = n es equivalente a:
) 3 xo € X tales que

2 (Xo) > M (Xo0) = K

i) ¥x€ X, (AX) ey (x) 2k

Si escribimos A* =21 °* y B® =pu® como n-uplas, el anterior par de condiciones
adopta la forma:
(A* — B®) = Bk ﬂj(&JkA,-)#Q
si k #1

O (A" By =UAN(UB)#O

1) xc U(A"—B),

Nota: La relacion de orden (<) entre H-conjuntos definida en la seccién 1.3 corresponde a
la 1-contenencia. Estoes, siA*=2°® y B*=°

2°<p® siysolamentesiy A®*<,B°



2.4 H - Conjuntos Unitarios
Dados a € Xy h € H, al H-conjunto A® = (U" ,)* definido por la funcion
h si x=a
(U'a) (x) =
o si x #a
lo llamamos un H - Conjunto unitario asociado al punto a.
En el libro Fuzzy Topology [1 0] se presenta una nocién de H-punto borroso definido por
Goguen[3] con esta misma funcién, sin embargo en esta teoria los conjuntos borrosos se
corresponden con funciones de H* y no con los elementos de A® ,;,adicionalmente no se

considera la multivalencia de las definiciones propias del reticulo considerado.

Nota: El H-conjunto unitario (U" ;) es el menor H-conjunto para el que a(a) = h esto
es, de acuerdo al orden generado por la 1-contenencia entre H-conjuntos, puesto que

(Ua)= 1\ (22 () =h)

Puesto que

(U'2)'= € {10:3(a) =h}

Y si
B*= u*€ {ae:2a(a)=h}
como A, = @ para todo k # 0, h, entonces

AkC

U B;

i 2k

es decir A* <, B*

Todo H - conjunto A®* puede escribirse como union (sup) de H - conjuntos unitarios.
SiA®*=2° setiene:

A*=V (U™

ParaelcasoH=n,dadox€ X y h€ n
(U') =(D ... {X}..f X}

donde {x} esta en la h-ésima componente.



3. PRODUCTOS Y RELACIONES ENTRE H-CONJUNTOS

La presente seccion tiene como propodsito extender las nociones de producto
cartesiano de conjuntos y relaciones entre ellos a productos y relaciones entre H-
conjuntos, a las que llamaremos H-productos y H-relaciones.

3.1 H-Productos entre H-conjuntos

El producto cartesiano A x B de dos conjuntos A y B [5] es el conjunto de parejas
ordenadas (a, b) con primera componente en el conjunto A y segunda componente en el
conjunto B.

Esta definicion esta construida sobre dos conceptos: el de pareja ordenada y el
conectivo A. La generalizacidon que haremos en éste trabajo deja igual la nocion de par
ordenado de puntos y utiliza los conectivos propios del algebra H para extender la nocién
de producto.

Esto es: Si H es un algebra de Heyting y X e Y son conjuntos, 1 € H*, y € H y los

H-conjuntos asociados a a1y u respectivamente, definimos el H- producto entre 2° y u°
segun el conectivo légico © como el H-conjunto sobre X x Y

2" Xo = (2 Xo M)

donde
AXeM: XxY— H

(X, y) =2 (x) ©u(y)
y © corresponde a cualquier conectivo légico de los definidos sobre H.
Asi por ejemplo, la primera componente del producto construido con el conectivo A
corresponde al producto cartesiano usual entre los conjuntos A y B y la primera

componente del producto construido con el conectivo — corresponde al producto fibrado
(Pullback)[1] entre las funciones caracteristicas 1y y de A y B respectivamente.

Notas:
1. Vistos como H-conjuntos sobre X x Y, los H-productos definidos por los los
conectivos logicos estan ordenados segun el siguiente diagrama

Txxy
A x—

A xVvyt

A Xt
H A° xAp*



Este diagrama no es un subreticulo [2] del algebra de Heyting formada por todos los H-
conjuntos en X x Y, por ejemplo, el inf entre los H-productos a2* x — p®* y a* x VY u® no
aparece en él, lo que queremos resaltar es que. el producto usual, correspondiente al
conectivo A, es el menor de todos los productos considerados.

2. Un caso particular, se obtiene cuando 2* = 1,y u* = 1y, pues en él todos los
productos coinciden y se tiene que.

1x Xo 1v= Txxy

3.2 H-relaciones entre H-conjuntos

Dados 2* y u* H-conjuntos sobre los conjuntos X e Y respectivamente y un H-
producto 2° xe M° t. segun el conectivo légico © entre ellos, llamaremos una H-relacion
segun © a cualquier H-conjunto p* que esté H-contenido en, A2* xg U* es decir, si

po < )o Xo uo

Esta es una frase multivalente que da origen a tantas definiciones bivalentes de
relacion, como elementos tenga H. Asi diremos que p* es una h-H-relacion segun el
conectivo © de 2* en u°, notado, p°* <, 2°* xo u°® silafrase p® < 2a° xgou°® tiene valor
de verdad igual a h.

Centraremos nuestro interés en:

1. Las H-relaciones definidas con respecto al producto asociado al conectivo logico A
ya que este es el menor de los productos definidos, lo que implica que si p°® es una H-
relacion entre 1* y p°® se tiene que p* es una H-relacion segin © entre 2* y p°®. En
adelante omitiremos el simbolo © cuando nos refiramos al producto definido con el
conectivo A.

2. Las 1-H-relaciones

Notas:

i). Toda 1-H-relacion p®* de 2°* en p*® de X en .t es una 1-H-relaciéon entre los H-
conjuntos 1%y 1°,.

i) p* esuna 1-H-relacién entre los H-conjunto 1%y 1°,. siy solamente si p* <7 1°xyy.

3.3 Funciones asociadas a las H-relaciones

Toda relacion entre dos conjuntos X e Y define un par de funciones entre sus
conjuntos de partes, conocidas como las funciones imagen directa e imagen reciproca.

Asi mismo, toda H-relacién entre H-conjuntos define un par de funciones entre los
conjuntos de H-conjuntos A°x y A° definidos sobre X e Y, respectivamente.



Para su construccién requerimos del manejo de algunas funciones que precisamos
enseguida:

Dada una H-relacion p® de a* en p°, existen funciones asociadas a ella:
1.La funcién p: X x Y — H que define a p* como H-conjunto.
2.Paracadax € Xy paracaday €Y, las inclusiones:
iy: X — XxY ix: X — XxY
X — Iy (x) = (x.y) y— ix (x) = (x.Y)
Con ellas podemos formar, para cada x e X y para cada y e Y, nuevos H-conjuntos
sobre X'y sobre Y, utilizando las funciones compuestas:

Pe: Y —H
Y— P (Ix (y)) =p (X’y)

P,: X—H
x— p(iy(y)=pxy)

Estos H-conjuntos, a su vez, nos permiten definir la funcién

RN — A
b= Vo ((py Ay))
donde py es la funcion constante
My: X —H

X —py (X) = (y)

A la funcion R’ la llamaremos la funcién imagen reciproca por la H-relacion pe

En forma analoga, definimos la funcion
/\. X /\. y
R1:
= V(e A )
donde 2y es la funcion constante

ax Y—H

Y —2%(y)a(x)



A la funcién R la llamaremos la funcion imagen directa por la H-relacion p*

Afirmamos que tanto R' como R, son morfismos de conjuntos ordenados puesto que si
2, 8 € H*definen los H-conjuntos 2°, 6° y a(x) < 6 (x) para todo x entonces para todo y €
Y, 2x (V) <6x(y) y portanto px A 2ax<px/\ Bluego Ri(3) <R4(0)y Similarmente, sip <@
entonces R (M) £ R (6).

3.4 Dominios y Rangos de H-relaciones

Las funciones imagen directa e imagen reciproca asociadas a una H-relacién p®, nos
permiten caracterizar su dominio y su rango asi:

i). El dominio p°®, notado d°, es el H-conjunto
pe,
d*,= R (1%) =V ((py A 1y)") = V((py) *)
pe, yey yeY

donde 1, (x) = 1 para todo x en X.

i) El rango de p°®, notado r®, es el H-conjunto
pe,

VER(1%)= V(P A 107 = Vi) ®)

donde 14 (y) =1 paratodoyen.

Un resultado analogo al que se tiene para las relaciones usuales entre conjuntos lo
tenemos para las funciones imagen directa e imagen reciproca entre H-conjuntos, a
saber:

1. Si 2®*< d*, entonces 2* < R (R(x*))
p.

2. Si p* < r’entonces u°* < R (R'(1*))
p.

La demostracion de esta afirmacion, se sigue parafraseando la demostracion para
relaciones usuales, teniendo cuidado en cambiar los cuantificadores existencial y
universal por sup e inf respectivamente, veamos:

Sea p una p°® relacion de a°, un H-conjunto sobre un conjunto X, en p°, un H-conjunto
sobre un conjunto Y,

Si 2®* < d°, entonces
p.

< Vipy A 1)°) = V(py))

yey yey



Es decir

2 (x) = V(ley A 1)) () =V ((py)(x)

yey yey

(*) a2 (x) £ V(p(x,y)) paratodoxen X

yey

Operando a ambos lados de la desigualdad con (x) obtenemos:

2 (x) =VeXxy) *akx))

yey
para todo x en X y por lo tanto:

(™) 2x) =V V(pXxy Arkx)

x€EX y€Y

De (*) y (**) se tiene que

A= (Vexky)) ANV Veky Aak))

yey x€EX ye€Y

para todo x en X.

Utilizando la propiedad distributiva obtenemos que

2 (x)sVipky) AV eKxy Aak))

yey x€ X

para todo x en X. O equivalentemente

2°(X) = Vipy A V(e A 22)x) (x)

yey x € X

para todo x en X. O sea

< Vipy A (V(px A 2x)y)°

yey x € X
<R ((V(px A ax) y).
entonces

< R{R@RY))
como queriamos demostrar.



Analogamente se demuestra que

Si u® < r*entonces p* < R /(R (u*))

3.5 Los H-conjuntos como categoria

Ademas de las operaciones de interseccion, union, implicacidn, equivalencia vy
seudocomplementacién definidas entre H-relaciones entre dos H-conjuntos 21°* € A% y
u® € A® vy, a las que se tiene derecho por ser H-conjunto del producto X x Y podemos
definir la operacion composicién entre H-relaciones asi:

Dadas p®*<2®* x pu* y o°<p® x v*® dos H-relaciones, la composicion de p* vy ¢°
notada o® y p°® es la H-relaciéon definida por:

(@* o p*)=(0 0 p°)
donde

(@o p)=(x2)=V (p(xy)* 0 (v,2)

En las relaciones usuales, el manejo de las funciones imagen directa e imagen
reciproca asociadas con cada relacion, facilitan el calculo de la compuesta, por cuanto
dadas las relaciones Rc XxYyScY xZ,

SoR={(x,2)z€ S8, (R ({x}))}

También en las H-relaciones puede calcularse fibra por fibra la compuesta de los
relaciones, determinando para cada x el H-conjunto

(S1(R)) (U)*)
donde (U"; )® es el H conjunto unitario asociado con cada elemento x del dominio de la
relacion R.
Esto es, paratodox € Xyparatodoz € Z

(SoR)(x,2) =(S, (Ri)) (U%)*
donde h = (R(x,y))

En efecto,

(S, (R (U%)" = S, (V.(pah(Uk)a)") = (Vo AV (pah (U )a))y)”

aEx Yy

y para cada z € Z, tenemos:

Yoy M (Y (oA (U )al) @) = V(0 (12) A (Y (pa A (U el (2)

como



(V (oA (U )a) (2) = (Y (P @) A (U )a () = (V (P (@) A (@) = P ()

paratodo yenY

entonces

Yoy (V (oA (U )a) @) = V(0 (v2) A p ()

La composiciéon de H-relaciones permite reconocer una estructura categérica [1]
sobre los H-conjuntos considerados como objetos y las H-relaciones como morfismos,
debido a que se satisface.

1. Asociatividad. Sean R® es una H-relacion de 2* en u°*, ¢°® una H-relacion de p°
en p°®y T*® una relacién de p® en 6 entonces

(T*00®)op®*=T* 0o (0°0 p°)

2. Para cada H-conjunto a® la H-relacion 1%, :2°— 2°
definida por la funcién

2 (x) Si X=y
T (X, y) = {
0 Si x=y

actua como elemento idéntico para la composicion.
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